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Введение 
 

В последнее время проблема взаимодействия полей раз-
личной физической природы занимает в механике сплошных 
сред особое место и имеет большое научное и практическое 
значение. Это объясняется тем, что новые технические решения 
часто находятся на стыке различных научных направлений. Ис-
следования взаимодействия полей стимулируются многочис-
ленными научными разработками в технике и связаны с созда-
нием новых конструкций, материалов и технологических про-
цессов. 

Одним из направлений, где востребованы исследования 
взаимодействия полей, - это производство новых композитов, 
названных smart-материалами. Основной особенностью таких 
материалов является их способность целенаправленно изменять 
свои свойства в зависимости от внешних условий для обеспече-
ния оптимальной работоспособности системы. Как правило, в 
состав smart-композитов входят датчики, фиксирующие измене-
ние параметров окружающей среды или термомеханическое со-
стояние конструкции, и активные элементы, так называемые 
актуаторы, которые в нужном направлении изменяют механиче-
ские свойства конструкции. Такой тип smart-материалов являет-
ся активным и подразумевает наличие цепей обратной связи и 
систем управления актуаторами.  

В настоящее время для изготовления актуаторов приме-
няют сплавы с памятью формы, пьезоэлектрические материалы, 
магнито- и электрострикционные материалы, магнитные и элек-
трореологические жидкости. То есть, для этих целей могут быть 
использованы любые материалы, обладающие способностью 
изменять термомеханическое состояние при немеханическом 
(электрическом, магнитном или температурном) воздействии. 

Наиболее часто для изготовления smart-композитов ис-
пользуются пьезоэлектрические материалы. В частности, это 
объясняется наличием у них прямого и обратного пьезоэффекта, 
что позволяет использовать пьезоэлементы как в качестве дат-
чиков, так и в качестве актуаторов. До недавнего времени были 
распространены пьезокерамические материалы на основе тита-
ната бария и цирконата-титаната свинца. В настоящее время 
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бурное развитие получают технологии производства пьезоэле-
ментов на основе полимерных и волокнистых пьезкомпозитов с 
сильно выраженными пьезоэлектрическими свойствами.  
Одной из целей использования smart-композитов является сни-
жение уровня вибраций в различных технических устройствах. 
Это и спортивный инвентарь, элементы авиационных и косми-
ческих систем и многое другое. Добиться этого возможно путем 
увеличения демпфирующей способности конструкции. В этом 
случае предлагается использовать полуактивные smart-
композиты на базе пьезоматериалов, в которых функции датчи-
ков и актуаторов совмещены. Для этого электродированные по-
верхности пьезоэлементов, расположенных в определенных 
местах конструкции, соединяются между собой пассивными 
RLC-цепями. Принцип гашения вибраций основан на преобразо-
вании механической энергии в электрическую с ее последую-
щим рассеиванием во внешних RLC-цепях в виде тепла и элек-
тромагнитного излучения. Наибольший эффект от использова-
ния полуактивных SMART-материалов достигается при реше-
нии задач оптимизации динамических свойств конструкций. 
Динамические свойства конструкции могут быть определены 
путем решения спектральной задачи теории электровязкоупру-
гости. Оптимизация динамических свойств конструкции осуще-
ствляется путем определения мест установки датчиков и актуа-
торов, а так же параметрами RLC-цепей.  

Примерами конструкций с пьезоэлементами могут слу-
жить карвинговые лыжи (рис.1), крылья и килевые стабилизато-
ры летательных аппаратов (рис.2 и 3) и несущие лопасти верто-
летов (рис. 4). 

 
 
1. Пьезоэлектрический эффект и электроупругость 

 
1.1. Открытие пьезоэффекта 

 
В 1756 г. русский академик Ф. Эпинус обнаружил, что при 

нагревании кристалла турмалина на его гранях появляются элек- 
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Рис.1. - Схема укладки пьезоволокон в карвинговой лыже. 

 
Рис. 2. - Пьезоэлектрический слой в крыле самолета FA-18. 
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Рис. 3. - Модель истребителя с Macro Fiber Composite actuator and sen-

sor (MFC) на килевых стабилизаторах 

 

 
 

Рис. 4. - MFC на несущих лопастях вертолетов. 
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трические заряды. В дальнейшем это явление было названо пи-
роэлектрическим эффектом. Ф. Эпинус предполагал, что причи-
ной электрических явлений, наблюдаемых при изменении тем-
пературы, является неравномерный нагрев двух поверхностей, 
приводящий к появлению в кристалле механических напряже-
ний. Одновременно он указал, что постоянство в распределении 
полюсов на определённых концах кристалла зависит от его 
структуры и состава. Таким образом, Ф. Эпинус подошел 
вплотную к открытию пьезоэлектрического эффекта.  

Пьезоэлектрический эффект в кристаллах был обнаружен 
в 1880 г. братьями Пьером и Жаком Кюри, наблюдавшими воз-
никновение на поверхности пластинок, вырезанных с опреде-
ленной ориентацией из кристалла кварца, электростатических 
зарядов под действием механических напряжений. Эти заряды 
пропорциональны механическому напряжению, меняют знак 
вместе с ним и исчезают при его снятии. Образование электро-
статических зарядов на поверхности диэлектрика и возникнове-
ние электрической поляризации внутри него в результате воз-
действия механического напряжения называют прямым пьезо-
электрическим эффектом. 

Чтобы обнаружить пьезоэлектрические заряды, на грани 
кристаллической пластинки накладывают металлические об-
кладки. При разомкнутых обкладках между ними при деформа-
ции появляется разность потенциалов. В случае замкнутых об-
кладок на них образуются индуцированные заряды, равные по 
величине поляризационным зарядам, но противоположные им 
по знаку, и в цепи, соединяющей обкладки, в процессе дефор-
мации возникает ток. 

При исследовании электрических свойств твердых ди-
электриков кристаллической структуры Пьер Кюри сформули-
ровал весьма общий принцип, который теперь называется прин-
ципом Кюри.  

Смысл его состоит в следующем: кристалл под влиянием 
внешнего воздействия изменяет свою симметрию таким обра-
зом, что сохраняются лишь элементы симметрии, общие с эле-
ментами симметрии воздействия.  
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Принцип Кюри становится очевидным, если представить, 
что на фигуру, обладающую симметрией кристалла, накладыва-
ется определённым образом другая фигура, имеющая симмет-
рию воздействия. Получающаяся в результате такого наложения 
фигура сохраняет только элементы симметрии, общие для пер-
воначальных фигур. Как известно, в вершинах кристаллической 
решетки расположены ионы противоположных знаков, и сум-
марный заряд кристаллов любой формы равен нулю. Однако 
если центры положительных и отрицательных зарядов не совпа-
дают, то дипольный момент кристалла отличен от нуля, что вы-
зывает возникновение поляризации. Если дипольный момент 
кристалла в недеформированном состоянии равен нулю, то в 
результате деформации кристалла под механическим воздейст-
вием центры положительных и отрицательных ионов могут сме-
ститься один относительно другого, и на поверхностях кристал-
ла появляются заряды противоположных знаков. Возможность 
такого смещения зависит от типа симметрии кристалла. 

X1 
X2 

X3 

Z

Рис.5. - Кристалл кварца и его оси. 
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Рассмотрим основные особенности пьезоэлектрического 
эффекта на примере кристалла кварца, который характеризуется 
четырьмя кристаллическими осями, определяющими основные 
направления. Пьезоэлектрический эффект в кварце реализуется 
в направлении электрических осей X1, X2, X3 кристалла (рис.5), 
перпендикулярных его оптической оси Z. 

Для пояснения описываемого явления представим пласти-
ну кварца, вырезанную перпендикулярно к одной из пьезоэлек-
трических осей X. Направление, определяемое осью Z, пьезо-
электрически не активно: при сжатии или растяжении по этому 
направлению никакой поляризации не происходит. Ось, перпен-
дикулярную к Z и X, обозначим через Y (рис. 6).  

 

 
 

Тогда оказывается, что при растяжении пластинки вдоль оси Х 
на перпендикулярных к ней гранях 1 и 2 появляются разно-
именные поляризационные заряды. Такой пьезоэлектрический 
эффект называется продольным. Если изменить знак деформа-
ции, т. е. перейти от растяжения к сжатию, то и знаки поляриза-
ционных зарядов изменятся на обратные. Возникновение поля-
ризационных зарядов определенных знаков при данном типе 
деформации (растяжение или, соответственно, сжатие) показы-
вает, что осям Х можно приписать определенные направления 
(что отмечено на рис. 5 стрелками). Это значит, что при данной 
деформации знак заряда зависит от того, направлена ось Х по 
внешней нормали к грани или по внутренней. Такие оси полу-
чили название полярных осей. 

X 
Y 

Z 2 

1 
Рис.2 - Пластина кварца 
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Наряду с продольным пьезоэлектрическим эффектом су-
ществует также поперечный пьезоэлектрический эффект. Он 
заключается в том, что при сжатии или растяжении вдоль оси Y 
возникает поляризация вдоль оси Х и на тех же гранях 1 и 2 по-
являются поляризационные заряды. При этом оказывается, что 
знаки зарядов на каждой грани при сжатии вдоль Y (в попереч-
ном эффекте) такие же, как при растяжении вдоль Х (в продоль-
ном эффекте). 

Пьезоэлектрический эффект объясняется следующим об-
разом. В ионных кристаллах вследствие несовпадения центров 
положительных и отрицательных ионов имеется электрический 
момент и в отсутствие внешнего электрического поля. Однако 
эта поляризация обычно не проявляется, так как она компенси-
руется зарядами на поверхности. При деформации кристалла 
положительные и отрицательные ионы решетки смещаются от-
носительно друг друга, и поэтому, вообще говоря, изменяется 
электрический момент кристалла. Это изменение электрическо-
го момента и проявляется в пьезоэлектрическом эффекте. Рис.7 
качественно поясняет возникновение пьезоэлектрического эф-
фекта в кварце ( ). Здесь условно показаны проекции поло-
жительных ионов Si (заштрихованные кружки) и отрицательных 
ионов О (светлые кружки) в плоскости, перпендикулярной к оси 
Z.  

2SiO

X1 

X2 

A 

X3 

B 

1 

2 

а)     б)   в) 

Рис. 7. - К объяснению пьезоэлектрического эффекта 

 



 13

Рисунок 7,а соответствует недеформированному кристал-
лу. На грани A, перпендикулярной к оси X1, имеются высту-
пающие положительные заряды, а на параллельной ей грани В - 
выступающие отрицательные заряды. 

При сжатии вдоль оси X1 (рис. 7,б) элементарная ячейка 
деформируется. При этом положительный ион 1 и отрицатель-
ный ион 2 «вдавливаются» внутрь ячейки, отчего выступающие 
заряды (положительный на плоскости А и отрицательный на 
плоскости В) уменьшаются, что эквивалентно появлению отри-
цательного заряда на плоскости А и положительного заряда на 
плоскости В.  

При растяжении вдоль оси X1 имеет место обратное (рис. 
7,в): ионы 1 и 2 «выталкиваются» из ячейки. Поэтому на грани 
А возникает дополнительный положительный заряд, а на грани 
В - отрицательный заряд. 

После открытия братьями Кюри прямого пьезоэффекта 
Ж.Липпман в 1981 г. теоретически предсказал наличие обратно-
го пьезоэффекта. Вскоре братья Кюри это экспериментально 
подтвердили. Обратный пьезоэффект состоит в том, что свобод-
ные кристаллы, обладающие прямым пьезоэффектом, под воз-
действием электрического поля деформируются. Поэтому, если 
на металлические обкладки, укрепленные на кристалле, подать 
электрическое напряжение, то кристалл под действием поля по-
ляризуется и деформируется. 

+ 
+ 
+ 
+ 

▬

▬

▬

▬

F F 

F1 F1 

Рис.8. - Связь прямого и обратного пьезоэффектов 

Легко заметить, что необходимость существования обрат-
ного пьезоэффекта следует из закона сохранения энергии и фак-
та существования прямого эффекта. Рассмотрим пьезоэлектри-
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ческую пластинку (рис.8) и предположим, что мы сжимаем ее 
внешними силами F.  

Если бы пьезоэффекта не было, то работа внешних сил 
равнялась бы потенциальной энергии упруго деформированной 
пластинки. При наличии пьезоэффекта на пластинке появляются 
заряды и возникает электрическое поле, которое заключает в 
себе дополнительную энергию. По закону сохранения энергии 
следует, что при сжатии пьезоэлектрической пластинки совер-
шается большая работа, а значит, в ней возникают дополнитель-
ные силы F1, противодействующие сжатию. Это и есть силы об-
ратного пьезоэффекта.  

Из приведенных рассуждений вытекает связь между зна-
ками обоих эффектов. Если при прямом и при обратном пьезо-
эффектах знаки зарядов на гранях одинаковы, то знаки дефор-
маций различны. Если при сжатии пластинки на гранях появля-
ются заряды, указанные на рис.8, то при создании такой же по-
ляризации внешним полем пластинка будет растягиваться. 

Обратный пьезоэлектрический эффект не следует смеши-
вать с явлением электрострикции, т.е. с деформацией диэлек-
трика под действием электрического поля. При электрострик-
ции между деформацией и полем существует квадратичная за-
висимость, а при пьезоэффекте - линейная. Кроме того, элек-
трострикция возникает у диэлектрика любой структуры и про-
исходит даже в жидкостях и газах, в то время как пьезоэлек-
трический эффект наблюдается только в твёрдых диэлектриках, 
главным образом, кристаллических. 

Пьезоэффект зависит не только от величины механиче-
ского или электрического воздействия, но и от их характера, а 
также и от направления действующих сил относительно кри-
сталлофических осей. Пьезоэффект может возникать в резуль-
тате действия как нормальных, так и касательных напряжений. 
Существуют направления, для которых пьезоэффект равен ну-
лю.  

Пьезоэффект описывается несколькими пьезомодулями, 
число которых зависит от симметрии кристалла. Направление 
поляризации может совпадать с направлением механического 
напряжения или составлять с ним некоторый угол. При совпа-
дении направлений поляризации и механического напряжения 
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пьезоэффект называют продольным, а при их взаимно перпен-
дикулярном расположении - поперечным. За направление каса-
тельных напряжений принимают нормаль к плоскости, в 
которой действуют напряжения. 

Рис. 9. - Продольный (а) и поперечный (б) пьезоэффекты. 
Здесь P – вектор поляризации
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Деформации пьезоэлектрика, возникающие вследствие 

пьезоэффекта, весьма незначительны по абсолютной величине. 
Например, кварцевая пластина толщиной 1 мм под действием 
напряжения 100 V изменяет свою толщину всего на 2,3 х 10-7мм. 
Незначительность величин деформаций пьезоэлектриков объяс-
няется их очень высокой жесткостью. 

Долгое время пьезоэлектрический эффект носил характер 
научного курьеза. Впервые в технических целях пьезоэффект 
был применен Полем Ланжевеном. В 1920 г. он создал ультра-
звуковой преобразователь для передачи и приема информации в 
воде, который явился прообразом современных эхолокаторов, 
используемых на подводных лодках, для обнаружения косяков 
рыб и в других целях. 
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1.2. Практическое использование пьезоэффекта 
 
Преобразователь Ланжевена очень прост. Он представляет 

собой трехслойную пластину. Ее средний слой изготовлен из 
кварца, который обладает пьезоэффектом, а внешние слои - ме-
таллические. Один из слоев при погружении лодки соприкасает-
ся с водой: через него и происходит излучение и прием ультра-
звука. 

Как часто бывает, первые технические применения поро-
ждают новые проблемы. Одна из них состоит в обеспечении не-
обходимой мощности, направленности излучения и чувстви-
тельности приемника. 

Кварц, который первоначально был, по существу, единст-
венным материалом для конструирования пьезопреобразовате-
лей, обладая такими важными достоинствами, как высокая ста-
бильность свойств по отношению к температурным воздействи-
ям и высокая добротность, обладает и одним существенным не-
достатком: у него низкий коэффициент электромеханической 
связи (КЭМС). Величина КЭМС характеризует способность 
устройства преобразовывать один вид энергии в другой. Она 
зависит как от свойств пьезоактивного материала, так и от кон-
струкции самого пьезопреобразователя. 

В реальных конструкциях элементы из пьезоэлектриче-
ских материалов используются в соединении с другими элемен-
тами (это видно уже на примере преобразователя Ланжевена), 
которое находится в контакте с внешней средой. Все это делает 
проблему определения полного КЭМС для электромеханиче-
ской системы в целом достаточно сложной. 

Добиться увеличения КЭМС можно двумя способами: 
− созданием материала с более высоким исходным КЭМС; 
− оптимизацией параметров электромеханической системы. 

Первая проблема - материаловедческая, она относится к 
сфере физики твердого тела и физической химии; вторая про-
блема - ближе к механике. 

Важным этапом, реализующим первое направление, стало 
создание пьезокерамики на основе сегнетоэлектриков. Это было 
осуществлено в конце 40-х годов двадцатого века сразу в не-
скольких странах. 
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Первая пьезокерамика была получена на основе порошка 
титаната бария. Кристаллы титаната бария при температуре ни-
же 1180С (точка Кюри) не обладают электрической симметрией, 
и их дипольный момент отличен от нуля. Кроме того, поликри-
сталлические структуры разбиваются на подобласти (домены), 
содержащие кристаллы с однонаправленным вектором поляри-
зации. На основе порошка из поликристаллов путем спекания и 
прессования получается керамика. В такой керамике домены 
расположены хаотично, и она не обладает пьезоэффектом. Важ-
нейшим технологическим этапом в получении пьезокерамики 
является поляризация в сильном электрическом поле (около 20–
30 кВ/см), которая осуществляется с помощью электродов, на-
несенных на поверхность спекаемого и прессуемого образца. В 
результате такого воздействия домены выстраиваются вдоль 
силовых линий внешнего электрического поля. По истечении 
некоторого времени и после охлаждения в образце сохраняется 
поляризация. Это явление называется предварительной поляри-
зацией. 

Пьезокерамические материалы обладают следующими 
преимуществами перед кристаллами:  
− значительно более высокий исходный КЭМС в сравнении с 

кварцем (для некоторых типов напряженных состояний 
КЭМС равен 0.7, для кварца – 0.095);  

− возможность при необходимости создавать элементы слож-
ной геометрической формы при различных типах предвари-
тельной поляризации.  
Открытие пьезокерамики существенно расширило область 

технического применения пьезоэлектричества и стимулировало 
дальнейшие фундаментальные исследования как в области соз-
дания новых материалов, так и в области математического мо-
делирования. Этот момент можно считать временем возникно-
вения «практической» электроупругости, в котором домини-
рующую роль играло пьезоэлектричество. 

Можно выделить два направления, определяющих разви-
тие электроупругости в настоящее время: первое связано с соз-
данием новых материалов, в том числе композиционных, и про-
гнозированием их свойств; второе – создание и развитие мето-
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дов математического моделирования электроупругих систем 
различного назначения для расчета и оптимизации их свойств. 

В рамках первого направления в последние годы ведутся 
интенсивные работы по созданию новых композиционных мате-
риалов, обладающих пьезоэлектрическими, пьезопироэлектри-
ческими, пьезоэлектромагнитными и другими свойствами. Их 
объединяют под общим названием «гибридные композиты». Они 
существенно расширяют область технических применений, а 
возможность варьирования их свойств позволяет дополнитель-
но оптимизировать параметры конструкции. 

В рамках второго подхода ведутся работы по созданию 
математических моделей и методов решения задач электроупру-
гости пьезоэлектрических тел при наличии  внешних активных 
и пассивных электрических цепей, осуществляющих коммута-
цию пьезоэлементов конструкции для обеспечения заданных 
динамических свойств системы.  

Сегодня круг технических применений пьезоэффекта на-
столько широк, что даже специалисту не всегда под силу предста-
вить весь спектр изделий, основанных на его использовании. 
− Установка пьезопреобразователей на реактивных самолетах 

позволяет экономить часть топлива, которое шло на выра-
ботку электроэнергии, следовательно, позволяет увеличить 
дальность полета. Здесь в электроэнергию непосредственно 
превращаются колебания и вибрация фюзеляжа и крыльев.  

− Фирма «Филипс» успешно разрабатывает идею пьезоэлек-
трического привода для механизмов малой мощности. В ча-
стности, ею создан светофор, батареи которого заряжаются 
от шума автомобилей на перекрестке.  

− Пьезоэлектрические струйные головки для принтеров были 
разработаны в семидесятых годах. В большинстве таких 
принтеров избыточное давление в камере с чернилами соз-
дается с помощью диска из пьезоэлектрика, который изме-
няет свою форму (выгибается) при подведении к нему элек-
трического напряжения. Выгнувшись, диск, который служит 
одной из стенок камеры с чернилами, уменьшает ее объем. 
Под действием избыточного давления жидкие чернила вы-
летают из сопла в виде капли. 
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− Пьезоэлектрическая зажигалка давно превратилась из дико-
винки в привычный предмет быта. 

− Пьезоэлектрики нашли свое применение как стабилизаторы 
частоты в радиотехнических устройствах и эталонах време-
ни; электрические фильтры и линии задержки в радио- и те-
лефонной связи; датчики для измерения ускорений, уровня 
вибрации, акустической эмиссии при неразрушающем кон-
троле; пьезотрансформаторы и пьезодвигатели; в медицин-
ской томографии, а также в медицинских инструментах раз-
личного назначения.  

− Как отмечалось выше, важную роль пьезоэлектрики могут 
играть в управлении динамическими свойствами механиче-
ских систем. В частности, австрийская компания «Head», 
производящая спортивные товары, разработала и запустила 
в коммерческую эксплуатацию карвинговые лыжи и теннис-
ные ракетки, выполненные с применением пьезоэлектриче-
ских волокнах («Head Intellifibres»). Эти волокна способны 
преобразовывать механическую энергию внешнего воздей-
ствия в электрический импульс, который, в свою очередь, 
подается на те же волокна в противофазе, что обеспечивает 
гашение вибрации.  

 
1.3 Современные пьезоматериалы 

 
В настоящее время производится широкий спектр пьезо-

материалов для различных технических целей. Это - полимер-
ные пьезопленки (рис.10), многослойные пьезоэлементы 
(рис.11), пьезоволокна различного сечения (рис.12), пьезоком-
позиты с использованием пьезоволокон и пленки на их основе 
(рис.13 и 14). Использование пьезоэлементов связано с пода-
чей/снятием электрического потенциала к их поверхностям. Это 
осуществляется через встроенные проводники тока. Повысить 
эффективность использования пьезоэлементов в качестве элек-
тромеханического преобразователя энергии возможно при уве-
личении разности потенциалов на электродированных поверх-
ностях. Для этого стремятся уменьшить расстояние между элек-
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тродами. Отсюда вытекают несколько схем создания пьезоком-
позитов (рис. 12, 13) [1]. 

 
Рис. 10. - Полимерные пьезопленки 

 
 

 
 

Рис. 11. - Многослойные пьезоэлементы 

пьезопленка

металл

металл
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Рис. 12. – Пьезоволокна: а) круглого и квадратного сечения;  
б) различного поперечного сечения, а также переменный диаметр по 

длине волокна. 
 

Композит с макроволокнами (MFC) состоит из прямоуголь-
ных пьезокерамических волокон (10-250μm), зажатых между 
слоями адгезивной и электродированной полимидной пленки. 
Эта пленка содержит полоски электродов, которые передают 
прикладное напряжение непосредственно от ленты к волокнам. 
В этом блоке участки волокон между электродами поляризова-
ны в противоположных направлениях. Когда MFC внедрен в 
поверхность или прикреплен к гибким структурам, он обеспечи-
вает контроль за отклонением формы и вибрацией твердого тела 
или реализует тензометрию. 
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Рис. 13. - Гибкий пьезоэлемент на основе Macro Fiber Composite 

(MFC) 
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Пьезоволокна с металлическим ядром

 

 
Рис. 14. - Композит на основе пьезоволокн с металлическим ядром в 

CFRP (Carbon fiber reinforced polymer) матрице 
 
Композит на основе пьезоволокн с металлическим ядром в 
CFRP (Carbon fiber reinforced polymer) матрице. 

Японскими специалистами гидротермальным методом и 
методом экструзии были изготовлены композитные пьезоэлек-

Электрическое напряжение 
прикладывается между 
металлическим ядром и 
CFRP композитом

Пьезоволокно удлиняется под 
вием обратного пьезоэффе

дейст-
кта 

CFRP композит изгибается под 
воздействием пьезоволокна 
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трические волокна с металлическим ядром. Вставка металличе-
ского ядра была осуществлена для улучшения механических 
свойств и для использования их в качестве электродов. Чтобы 
обеспечить функционирование этих волокон нового типа, была 
построена консольная структура с вложением волокон в по-
верхностный слой композитной карбоновой панели CFRP 
(рис.13).. Малая толщина пьезослоя вокруг металлического ядра 
обеспечивает большую напряженность электрического поля в 
пьезоматериале и, как следствие, высокую эффективность ком-
позита в качестве электромеханического преобразователя энер-
гии. 

 
 

2. Уравнения состояния и постановка  
краевых задач механики пьезоэлектрических сред  

 
Для большинства диэлектрических материалов механиче-

ское и электрическое поля не связаны между собой. Открытие 
братьев Кюри на примере конкретных кристаллов показало, что 
такая связь возможна. Первые количественные измерения, уста-
навливающие связь величины заряда с давлением на кристаллах 
сегнетовой соли, были проведены Ф. Поккельсом в 1894 г. 

В математическую форму эти количественные соотношения 
были облечены немецким ученым Фойгтом (Voigt) в 1910 г. В 
1928 г. он привел достаточно полную систему этих соотноше-
ний, которая обобщала накопленные знания в области пьезо-
электричества за предшествующий период. Фойгт использовал 
соотношения линейной теории упругости, построение которой 
завершается еще в 20 - 40-х годах XIX века благодаря усилиям 
плеяды блестящих ученых (Навье, Коши, Пуассон, Грин и др.), а 
также уравнениями электростатики. Последние получены из 
уравнений электродинамики, выведенных во второй половине 
XIX века английским ученым Максвеллом и описывающих рас-
пространение электромагнитных волн.  

Соотношения, полученные Фойгтом, являются основопо-
лагающими для построения математической модели электроуп-
ругости.  

 



 25

Электроупругость - это научное направление в естество-
знании, которое занимается исследованием проблем, находя-
щихся на стыке двух классических научных направлений: меха-
ники деформированного твердого тела и электродинамики 
(электростатики) сплошных сред.  

Сам термин электроупругость появился сравнительно не-
давно (в 60-х годах.) и широко употребляется, главным образом, 
среди специалистов в области механики деформируемого твер-
дого тела. Среди физиков более употребим традиционный тер-
мин «пьезоэлектричество». 

 
2.1. Система Уравнений Максвелла 
 
Электромагнитное поле в сплошной среде описывается 

системой макроскопических уравнений Максвелла. Для получе-
ния этих уравнений обычно используется подход, основанный 
на изучении взаимодействия точечных зарядов и поля (микро-
скопические уравнения) с последующим статистическим усред-
нением введенных величин по объему среды. 

Наиболее простой вид уравнения Максвелла имеют в 
инерциальной системе координат, связанной с наблюдателем 
(лабораторная система координат). Это соответствует подходу 
Эйлера в механике сплошных сред. В системе единиц МКС эти 
уравнения запишутся так: 

0; 0;

;e

div rot
t

div rot
t

ρ

∂
= +

∂
∂

= =
∂

BB E

DD H

=

+ j
    (1) 

Физические величины, входящие в (1), имеют следующий 
смысл. 

0
lime V

e
V

ρ
Δ →

Δ
=

Δ
 – объемная плотность электрических заря-

дов (для электрически нейтральных тел 0eρ = ). 
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j  – плотность электрического тока, величина, которая 
равна суммарному заряду, переносимому через единичную пло-
щадку, перпендикулярную вектору j  в единицу времени.  

E  – вектор напряженности электрического поля, опреде-
ляющий силу, действующую на неподвижный пробный заряд 

, помещенный в электрическое поле, q′ q′= ⋅F E . 
При медленно меняющемся токе напряженность электри-

ческого поля и плотность тока связывает закон Ома (период 
должен быть много больше времени свободного пробега элек-
тронов в проводнике)  

δ=j E .   (2) 

δ  – коэффициент проводимости (величина обратная со-
противлению). 

D  – ток смещения. 
H  – вектор напряженности магнитного поля, характери-

зующий момент сил, действующий на элементарный магнитный 
диполь d. 

= ×m d H . 

D  и  – векторы электрической и магнитной индукции, 
характеризующие поляризацию и намагниченность среды. Вме-
сто них часто рассматривают вектор поляризации  и вектор 
намагниченности . 

B

P
M

0 0;e μ= + = +D E P B H M , 

или 

;e μ= =D E B H ,   (3) 

где  и 0e 0μ  – электрическая и магнитная постоянные в вакууме, 
 - относительная диэлектрическая проницаемость, e μ  - маг-

нитная проницаемость вещества. Справедливо следующее тож-
дество: 2

0 0 0e μ c−⋅ = , где  - скорость света в ва-6
0 300 10 м/сc =
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кууме, 
9

0
10 Ф/м
36

e
π

= , . 7
0 4 10 Гн/мμ π −= ⋅

Рассмотрим подробнее физический смысл вектора поля-
ризации. 

Явление поляризации тела связано с наличием в нем за-
ряженных частиц, которые способны смещаться под действием 
внешнего электрического поля. Электрические заряды в теле 
подразделяются на две категории – свободные (сторонние) и 
связанные. Наличие свободных зарядов характерно для провод-
ников. В твердых диэлектриках преобладают связанные заряды, 
перемещения которых ограничены микроскопическими рас-
стояниями. Связанные заряды в целом не нарушают электриче-
ской нейтральности диэлектрика. Т.е., в отсутствие свободных 
зарядов внутри объема диэлектрика должно выполняться сле-
дующее условие: 

0связ
V

dVρ =∫ , 

где связρ  – объемная плотность связанных зарядов,  - объем 
диэлектрика.  

V

Связанные заряды в диэлектрике можно рассматривать 
как систему электрических диполей, состоящих из двух зарядов 
противоположного знака связρ± , находящихся на расстоянии 

 друг от друга. В поляризованных средах (средах, подвер-
женных воздействию внешнего электрического поля или кри-
сталлах с определенным типом симметрии) диполи имеют пре-
имущественную ориентацию. Введем вектор, характеризующий 
элементарный электрический диполь 

dx

связd dρ= −P x . Тогда 

связ divρ ∂
= − = −

∂
P P
x

.   (4) 

Величина  называется вектором поляризации. Напря-
женность электрического поля внутри диэлектрика может быть 
определена только с учетом его поляризации. Наряду с объем-
ной плотностью вектор поляризации характеризует также и по-

P
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верхностную плотность связанных зарядов на границе тела. 
Проинтегрируем выражение (4) с учетом формулы Гаусса-
Остроградкого по элементу объема, заключенному между двумя 
бесконечно близкими площадками , прилегающими с 
обеих сторон к границе тела. 

1,S SΔ Δ 2

nсвяз
V V S

dV div dV dSρ
Δ Δ Δ

= − = − ⋅∫ ∫ ∫P P . 

При стремлении к нулю толщины слоя, заключенному между 
площадками , и учитывая, что вне тела вектор поляри-
зации  равен нулю, получим 

1,S SΔ Δ 2

P

1связ nq Р S= Δ , 

где  - плотность связанных зарядов на границе,  – проек-
ция вектора поляризации на направление внешней нормали. 

связq nP

В результате изучения свойств электрических полей было 
установлено, что вектор напряженности электрического поля 
удовлетворяет уравнению Максвелла-Лоренца 

0 e связe div ρ ρ= +E .   (5) 

Подставив (3) в (5), получим третье уравнение Максвелла 

( )0div e div ρ+ = = eE P D . 

В интегральной форме это уравнение имеет вид 

e
V

d dρ
Ω

⋅ Ω = V∫ ∫D n . 

Здесь  – поверхность, ограничивающая тело. Из этого урав-
нения следует, что на границе тела должно выполняться условие  

Ω

eq⋅ =D n ,    (6) 

где  - поверхностная плотность сторонних зарядов. eq
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Явление поляризации диэлектриков тесно связано с пьезо-
электрическим эффектом, заключающимся в появлении элек-
трических зарядов на поверхности некоторых типов кристаллов 
при возникновении в них механических напряжений. 

i i
k lP d k lσ= ,    (7) 

где  - тензор пьезоэлектрических модулей. i
kld
Существует и обратный пьезоэффект, который заключает-

ся в деформации кристалла во внешнем электрическом поле. 
k

i j i j kd Eε = .    (8) 

Здесь следует отметить, что в формулах (7) и (8) присутствует 
один и тот же тензор пьезоэлектрических модулей . i

kld
Вектор намагниченности среды  моделируется магнит-

ными диполями аналогично вектору электрической поляризации 
. 

M

P
Уравнения (2) и (3) являются определяющими соотноше-

ниями для среды с электромагнитным полем. В случае анизо-
тропной среды эти соотношения примут следующий вид:  

, ,i ij i ij i ik
j jD e E B H j Eμ= = = kδ . (2а) 

Здесь  – симметричный тензор диэлектрических констант, ije
ijμ – симметричный тензор магнитной проницаемости ikδ  – 

симметричный тензор проводимости. 
Вернемся к уравнениям Максвелла. Из третьего и четвер-

того уравнений системы (1) следует закон непрерывности заря-
да: 

ediv
t
ρ∂

=
∂

j .    (9) 

Умножив четвертое уравнение на , второе на  и сложив их, 
получим 

E H
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( )или

rot rot
t t

div
t t

∂ ∂⎛ ⎞− + = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞× + = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

D BE H H E jE E H

D BE H jE E H
 

После интегрирования по конечному объему, используя теорему 
Гаусса-Остроградского, получим интегральное уравнение 

( )
V V

d dV
t tΩ

∂ ∂⎛ ⎞× ⋅ Ω + = − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠∫ ∫ ∫
D BE H n jE E H dV . (10) 

Величина  называется вектором Умова-Пойтинга. Фи-
зически уравнение (10) интерпретируется как условие баланса 
мощности, где 

× =E H S

⋅S n  – приток электромагнитной энергии из ок-
ружающей среды через поверхность Ω  в единицу времени; 

eU
t t t

∂∂ ∂⎛ ⎞+ =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
D BE H  – прирост внутренней электромагнит-

ной мощности; ⋅j E  – джоулево тепло. 
 
2.2. Квазистатические уравнения Максвелла 
 
Для решения задач статики и акустических колебаний 

конструкций, выполненных из пьезоматериалов, система урав-
нений Максвелла может быть существенно упрощена. Во-
первых, пьезоматериалы, как правило, являются ненамагничи-
вающимися диэлектриками. Из этого следует, что в уравнениях 
(1) и (10) необходимо положить 0=j , 0eρ =  и 0=M . Во-
вторых, скорости перемещения точек среды при механических 
колебаниях существенно ниже скорости света. Это позволяет 
отождествить электромагнитное поле и поляризацию в лабора-
торной и подвижной системах координат и пренебречь магнит-
ным полем, которое создается движущимся электрическим. В 

этом случае можно положить 0
t

∂
=

∂
B

. 

Теперь уравнения Максвелла примут вид [2,3]: 
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0; 0;

0;

div rot

div rot
t

= =
∂

= =
∂

B E
DD H

.  (11) 

где 0 0;э μ= + =D E P B H . 
Второе уравнение (11) указывает на потенциальный ха-

рактер электрического поля т.е. 

gradϕ ϕ= − = −E ∇ .    (12) 

где ϕ  - электрический потенциал. Определим вектор Умова-
Пойтинга как = ×S E H . Тогда 

( ) ( )div div rot rot= × = − −S E H E H H E . 

С учетом (11) и ( ) 0div rot =A , имеем 

( ) ( ) ( ) ( )
div

div div div div rot div

ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

= − = ∇ =

= − = − =

S ED D

D D D H ϕD
 

или 

ϕ=S D .               (13) 

Тогда уравнение баланса мощности электрического поля 
без учета магнитных слагаемых запишется  

V V

d dVϕ ϕ
Ω

⋅ Ω = − ∇ = −∫ ∫ ∫D n D DE dV .  (14) 

 
2.3. Уравнение баланса энергии для деформируемой  
среды 
 
Рассмотрим в Эйлеровых координатах пьезоэлектрическое 

тело, подверженное воздействию внешней нагрузки и находя-
щееся в электрическом поле. Согласно первому закону термо-
динамики, имеем уравнение сохранения энергии 
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( )d U K L D Q
dt

+ = + + ,   (15) 

где U – внутренняя энергия системы; 

1
2 V

K ρ= ⋅∫ v v dV

dΩ

 - кинетическая энергия системы; 

V

L dV
Ω

= ⋅ + ⋅∫ ∫X v t v  - мощность массовых и поверхност-

ных сил; 

V

D dϕ
Ω

= − ⋅ Ω =∫ ∫D n DE dV

dV

 - поток электромагнитной энер-

гии через поверхность тела; 

V

Q d div
Ω

= − ⋅ Ω = −∫ ∫q n q  - тепловой поток через поверх-

ность тела;  

ρ  - плотность материала;  – вектор объемных сил;  – вектор 

поверхностных сил;  – вектор скорости, 

X t

v q  – вектор теплового 

потока. 

Введя внутреннюю энергию W, отнесенную к единице 
объема , представим закон сохранения энергии (15) 

в виде 
V

U W dV= ∫

( ) ( )
V V

W dV div dV dρ
Ω

⋅ + = ⋅ + ⋅ − + ⋅ Ω∫ ∫ ∫v v X v E D q t v , 

откуда 

( )i i i i
i i i i

V V

W dV X v ρv v E D div dV t v d
Ω

= ⋅ − ⋅ + ⋅ − + ⋅ Ω∫ ∫ ∫q
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Заменяя поверхностный интеграл на объемный 

( )
;

i ij ij
i j i i j

V

t v d n v d v dVσ σ
Ω Ω

Ω = Ω =∫ ∫ ∫ , 

и учитывая первый закон движения Коши  

;
ij i i

j X vσ ρ+ = , 

получаем выражение внутренней мощности 

; ;
ij i i ij i i

i j i i i j iW v E D q E Dσ σ ε ;iq= + − = + − . (16) 

Здесь ijσ  – контравариантные компоненты симметричного тен-

зора напряжений Эйлера (Коши), ( ; ;
1
2i j i j j iu uε = + )  – ковари-

антные компоненты тензора линейных деформаций,  – вектор 
перемещений. Точкой с запятой в формулах обозначена ковари-
антная производная. 

u

 
2.4. Электрическая функция Гиббса 
 
В качестве термодинамического потенциала для электри-

чески поляризованных сред часто используют электрическую 
функцию Гиббса 

H W S T= − ⋅ − ⋅E D ,      (17) 

где T – абсолютная температура; S – энтропия, отнесенная к 
единице объема. Энтропия связана с приращением количества 
тепла следующей зависимостью 

T S div⋅ = − q .                (18) 

Тогда 
ij i

ij iH E Dσ ε TS= − −   (19) 

Учитывая, что электрическая функция Гиббса зависит от вели-
чин , иi j iE Tε , получим 
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i j i
i j i

H H HH E
E T

ε
ε

T∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

.   (20) 

В курсе термодинамики доказывается, что из этого равенства 
следуют уравнения состояния 

, ,i j i

i j i

H HD S
E T

σ
ε

H∂ ∂ ∂
= = − = −
∂ ∂ ∂

. (21) 

 
2.5. Определяющие соотношения 
 
Разложим электрическую функцию Гиббса в ряд Тейлора 

в окрестности естественного состояния 
( )00, 0i j iE и T Tε = = = . 

( ) ( )0

2 2 2
2

2

2 2 2

, , 0,0,

1
2

2 2 2

i j k i j i
i j i

i j kl i j
i j kl i j

i j k i j i
i j k i j i

H H HH E T H T E
E T

H H HE E
E E T

H H HE E
E T E T

ε ε
ε

ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

∂ ∂ ∂
= + + + Θ+

∂ ∂ ∂

⎡ ∂ ∂ ∂
+ + + Θ⎢

∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢⎣
⎤∂ ∂ ∂

+

+ + Θ+ Θ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ⎥⎦

+

 

Будем считать, что в начальном состоянии при условии 

00, 0, 0i j iD T Tσ = = Θ = − =  

функция Гиббса равна нулю. Тогда 

( )
2 2 2

2
2

2 2 2

1, ,
2i j k i j kl i j

i j kl i j

i j k i j i
i j k i j i

H H HH E T E E
E E T

H H HE E
E T E T

ε ε ε
ε ε

ε ε
ε ε

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂ ∂
+ + Θ+
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Θ +

Θ
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В соответствии с формулой (21) определим параметры состоя-
ния: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
0 0

2 2 2
0 0

2 2 2
0 0

0,0, 0,0, 0,0,

0,0, 0,0, 0,0,

0,0, 0,0,

i j
kl k

i j kl i j k i j

i jkl i jk i j
kl k

k
i i j

i k i j k k

ki i jk k
i i j

i j i
i j i

H T H T H T
E

E T

C E

H T H T H T
D E

E E E E T

e E p

H T H T H
S E

T E T

σ ε
ε ε ε ε

ε β λ

ε
ε

β ε

ε
ε

∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − Θ

∂ ∂ ∂
= − − − Θ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + Θ

∂ ∂ ∂
= − − −

∂ ∂ ∂ ∂
( )

0

0

Θ =

0
2

0

0,0,

,i j i
i j i

T
T

Cp E
T

λ ε

Θ =
∂

= + + Θ

 

(22) 

где 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
0 0

2 2 2
0 0

2
0

0,0, 0,0, 0,0,
, ,

0,0, 0,0, 0,0,
, ,

i jkl i jk i j

i j kl i j k i j

ki k

i k k

H T H T H T
C

E T

H T H T H TCe p
E E E T T T

β λ
ε ε ε ε

∂ ∂ ∂
= = − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= − = − = −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂

0

0

,

.

 

Здесь знаки перед константами соответствуют общепринятым 
обозначениям. Константы, входящие в уравнение (22), имеют 
следующий смысл:  - тензор модулей упругости при по-
стоянном электрическом поле и температуре; 

i j k lC
i j mβ  - тензор пье-

зоэлектрических констант при температуре ; 0T ijλ  - тензор 
термоупругих констант при постоянном электрическом поле 

 - тензор диэлектрической проницаемости при постоянной 
деформации и температуре; 

mke
mp  - пироэлектрические коэффици-

 



 36

енты при постоянной деформации;  - теплоемкость при по-
стоянной деформации и электрическом поле. 

C

Теперь электрическая энтальпия будет иметь вид: 

2

0

1 1 1
2 2 2

i jkl ki i jk i j i
i j kl i k i j k i j i

CH C e E E E p
T

ε ε β ε λ ε= − − Θ − − Θ− EΘ  

(23) 

 
2.6. Изотермический процесс 
 
Ограничимся рассмотрением изотермичесх процессов 

( ). В этом случае электрическая функция Гиббса и 
физические соотношения запишутся следующим образом: 

0, 0SΘ = =

( ) 1 1, ,
2 2

i jkl ki i jk
i j k i j kl i k i j kH E T C e E E Eε ε ε β= − − ε

E

, (24) 

i j i jkl i jk
kl k

k i jk ki
i j i

C E

D e

σ ε β

β ε

= −

= +
   (25) 

Рассмотрим вариацию электрической функции Гиббса, 
считая независимыми параметрами перемещения и потенциал 
электрического поля. 

( )i j i
i j i

V V

HdV D E dVδ σ δε δ= −∫ ∫   (26) 

Преобразуем правую часть к поверхностному интегралу.  

( )

( )

( )

; ;;

i j i j i j i j
i j i j i j ij

V V V V

i j i i
j i i

V

i i i
i i

V

dV u dV u dV u dV

n u d u X u dV

t u d X u u dV

σ δε σ δ σ δ σ δ

σ δ ρ δ

δ ρ δ
Ω

Ω

= = −

= Ω− − =

= Ω+ −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

=

 

 



 37

( ) ( )i
i

V V V V

e

D E dV dV div dV div dV

d q d

δ δϕ δϕ δϕ

δϕ δϕ
Ω Ω

− = ∇ = −

= ⋅ Ω = Ω

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

D D

D n

=D
 

Таким образом, вариационное уравнение для поставленной за-
дачи будет иметь вид: 

( )

( ) ( )

i j i
i j i

V

i i i
i i e

V

D E dV

X u u dV t u q d

σ δε δ

ρ δ δ δϕ
Ω

− =

= − + +

∫

∫ ∫ Ω
            (27) 

где  - поверхностная плотность свободных зарядов. eq
Напомним, что вариационное уравнение (27) записано в 

переменных Эйлера. При решении задач механики твердого де-
формируемого тела чаще используют подход Лагранжа, для ко-
торого исходные зависимости записываются в начальной кон-
фигурации. Если рассматриваются малые деформации и пере-
мещения, то оба подхода совпадают. Ограничимся именно этим 
случаем.  

 
2.7. Граничные условия для электроупругих систем 
 
В задачах электроупругости граничные условия можно 

разделить на две группы: механические и электрические. 
 
2 . 7 . 1 .  Механические  г р аничные  у словия  
Если пьезоэлектрическая среда занимает объем , огра-

ниченный поверхностью 
V

Ω , то механические условия сводятся 
к обычным соотношениям теории упругости 

      ij i
jn tσ =  на σΩ  и  на i iu U= uΩ .  (28) 

 
2 . 7 . 2 .  Электрические  г р аничные  у словия  
Формулировка физически реализуемых электрических 

граничных условий зависит от способа передачи электрической 
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энергии пьезоэлектрическому телу. Как подведение, так и сня-
тие энергии с деформируемого пьезоэлектрического тела осу-
ществляется с помощью электродных покрытий, нанесенных на 
части поверхности тела. Предполагается, что они являются 
весьма тонкими идеальными проводниками с пренебрежимо ма-
лой массой. Наличие покрытия токопроводящим слоем (элек-
тродирование) поверхности elΩ  делает ее эквипотенциальной. 

                      (29) 
el

эл эл

e eq d q d Qδϕ δϕ
Ω Ω

Ω = Ω =∫ ∫

Здесь  - суммарный заряд на электроде. elΩ
Конкретный вид граничных условий по электрической 

компоненте вектора состояния требует рассмотрения внешней 
электрической цепи и источников энергии. В качестве модель-
ных источников электрической энергии используются широко 
применяемые в электротехнике генераторы напряжения и тока. 
Генератор напряжения обеспечивает заданный потенциал на 
электроде, а генератор тока задает подводимый ток. 
1) На части поверхности 1Ω  (электродированной) задан по-

тенциал электрического поля 0ϕ , а на неэлектродированной 
части поверхности 2Ω  задан свободный заряд плотностью 

. В этом случае 0q 0ϕ ϕ=  на 1Ω  и 0q⋅ =D n  на 2Ω . 
2) В случае возбуждения колебаний пьезоэлектрического тела 

электрическим полем заданной разностью потенциалов на 
электродах 1

±Ω , покрывающих тело, задается значение по-

тенциала ( )0 0V tϕ = ±  (рис. 15). 
3) При нагружении пьезоэлектрического тела генератором тока 

с заданным значением тока ( )0I t  разность потенциалов на 
электродах заранее неизвестна. В этом случае из условия 
непрерывности тока в цепи, включая пьезоэлектрическое те-
ло, вытекает интегральное условие для вектора электриче-
ской индукции 
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( )0

эл эл

eq d d I t
t Ω Ω

∂
Ω = ⋅ Ω = −

∂ ∫ ∫ D n             (30) 

Это интегральное условие нельзя непосредственно использовать 
как граничное условие. Поэтому в рассмотрение необходимо 
ввести неизвестное заранее значение потенциалов на электродах 

( )
1

V tϕ ±Ω
= ± . Далее задача решается так же, как в случае зада-

ния граничных условий в виде разности потенциалов на элек-
тродах . После определения всех компонент сопряженного 
поля на основе уравнений электроупругости и интегрального 
условия (30) определяется неизвестная величина 

1
±Ω

( )V t . 
4) На пассивных электродах должно выполняться условие 

.Здесь  - заряд на элек-

троде. 

0
эл

эл эл

eQ q d d
Ω Ω

= Ω = ⋅ Ω =∫ ∫ D n
эл

Q

5) Для случаев, когда пьезоэлементы используются в качестве 
генераторов электрической энергии, предполагается, что 

( )0V t±

1
+Ω  1

−Ω
Рис.15.  
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деформирование пьезокерамического тела осуществляется 
механическим путем, а нанесенные на части его поверх-
ности электроды 1

+Ω  и 1
−Ω  служат для снятия электрической 

энергии (рис. 16).  

Y 

Рис.16. 

1
+Ω  1

−Ω

 
При этом энергия, которая потребляется во внешней элек-

трической цепи, замыкающей электроды, может быть представ-
лена потерями на элементе с комплексной проводимостью 

 (величина обратная сопротивлению).  1Y Y iY= + 2

В этом случае неизвестными являются как значение раз-
ности потенциалов на электродах , так и ток в цепи ( )V t ( )I t . 
Чтобы получить электрическое граничное условие для рассмат-
риваемой задачи, необходимо воспользоваться законом Ома для 
внешней цепи ( ) ( )I t Y V t= ⋅ . Тогда 

( )
1

d Y V
Ω

⋅ Ω = − ⋅∫ D n t              (31) 

Здесь интеграл берется по поверхности одного из электродов и 
представляет собой ток через пьезоэлектрический элемент. 
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Процесс построения решения граничных задач в этом случае 
состоит в задании на электродных покрытиях неизвестной раз-
ности электрических потенциалов . Если при этих гранич-
ных условиях найдено решение, то неизвестное значение разно-
сти потенциалов 

( )V t

( )V t  определяется из равенства (31). 
6) Из граничного условия (31) следуют два важных предель-

ных случая.  

а) Для разомкнутой цепи ( )0Y =  имеет место равенство 

.  0nD d
Ω

Ω =∫

б) Если электроды замкнуты (Y )= ∞ , то из условия ог-

раниченности тока смещения следует 0ϕ ϕ+ −− =  (раз-
ность потенциалов между замкнутыми электродами). 

 
 
3. Моделирование динамического поведения smart-систем с 

целью оптимизации диссипативных свойств 
 
Количественная оценка диссипативных свойств конструк-

ций обычно основывается на результатах решения двух задач. 
Первая из них связана с рассмотрением свободных колебаний. 
При этом диссипация системы проявляется в затухании колеба-
ний, а скорость затухания количественно оценивает диссипа-
тивные свойства системы. Вторая задача связана с рассмотрени-
ем вынужденных установившихся колебаний. При этом дисси-
пативные свойства системы проявляются в ограничении резо-
нансных амплитуд. Поэтому построение математической моде-
ли и создание соответствующих алгоритмов численной реализа-
ции позволит не только оценивать демпфирующие свойства 
системы, но и эффективно решать проблему оптимизации дина-
мических характеристик smart-конструкций на основе пьезо-
электрических материалов. При этом среди динамических ха-
рактеристик особый интерес составляют параметры, опреде-
ляющие демпфирующие свойства системы.  
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Поиск методами численного моделирования оптимальных 
по демпфирующим свойствам конструкций связан с большим 
объемом вычислений. С одной стороны, необходимо исследо-
вать в заданном диапазоне влияние параметров на демпфирую-
щие свойства системы, с другой стороны, требуется при каждой 
комбинации этих параметров проанализировать поведение ис-
следуемого объекта в определенном спектре динамических воз-
действий. При рассмотрении свободных колебаний это связано с 
необходимостью решения динамических задач при различных 
начальных условиях, а в задаче о вынужденных колебаниях - с 
построением решений при различных вариантах нагружения в 
заданном диапазоне частотном диапазоне возмущающих воз-
действий. 

Альтернативой, описанным подходам, в том числе для 
решения задач оптимизации, предлагается постановка задачи о 
собственных колебаниях системы, позволяющая оценить демп-
фирующие свойства вне зависимости от внешних силовых, ки-
нематических и других факторов. При этом собственные часто-
ты являются комплексными величинами. Их действительная 
часть представляет собой частоту, а мнимая часть - показатель 
демпфирования (скорость затухания) собственных колебаний. 

При исследовании динамического поведения smart-
конструкций рассматривается электровязкоупругая задача для 
кусочно-однородного тела, состоящего из упругих или вязкоуп-
ругих элементов, занимающих объем , и электроупругих (пье-
зоэлектрических) элементов, занимающих объем . Пьезоэлек-
трические элементы через электродированную поверхность мо-
гут быть соединены внешней цепью, состоящей из сопротивле-
ний, ёмкостей и индуктивностей.  

1V

2V

Вариационное уравнение движения тела, состоящего из 
упругого и пьезоэлектрических элементов, как было показано 
выше, формулируется на основе соотношений линейной теории 
упругости и квазистатических уравнений Максвелла. 

Преобразовав уравнение (27) для случая кусочно-
однородного тела, получим 
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( ) ( )
1 2

0
p

i j i i j i i
i j i i j i i

V V

i
i e

u u dV D E u u dV

t u d q d
σ

σ δε ρ δ σ δε δ ρ δ

δ δϕ
Ω Ω

+ + − +

− Ω− Ω =

∫ ∫

∫ ∫

−

 

                    (32) 

где  – поверхность, ограничивающая пьезоэлектрический 
элемент. Для изотермических процессов в линейных электроуп-
ругих средах справедливы следующие физические соотноше-
ния: 

pΩ

ij ijkl
klCσ ε=  - для ,    1V

ij ijkl ijk
kl k

k ijk ki
ij i

C E
D e E
σ ε β

β ε
⎫= − ⎪
⎬= + ⎪⎭

 - для ,  (33) 2V

где  - тензор упругих констант; ijklC ijkβ  и  - тензоры пьезо-
электрических и диэлектрических коэффициентов. 

kie

Если элемент тела  или  обладает вязкоупругими 

свойствами, то, тензор упругих констант  должен быть за-
менен, согласно принципу Вольтерра, соответствующим вязко-
упругим оператором . В случае колебательного характера 

движения с частотой  вязкоупругий оператор  может быть 
заменен комплексным аналогом динамической жесткости 

1V 2V
ijklC

*
ijklC

*
ijklC

( ) ( ) ( )*
ijkl ijkl ijkl

R IC C iCω ω= + ω  [4, 5]. Отношение мнимой части 
комплексного модуля к действительной имеет смысл тангенса 
потерь. 

 
3.1. Электроупругое тело с последовательной и парал-

лельной RLC цепью 
 
Пьезоэлектрические элементы, соединенные шунтирую-

щей цепью и присоединенные к механической конструкции, яв-
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ляются устройствами, на которых происходит диссипация энер-
гии и тем самым осуществляется дополнительное демпфирова-
ние колебаний. При наличии пьезоэлектрического эффекта 
часть механической энергии, вызванная  колебаниями, может 
быть преобразована в электрическую энергию и рассеяна через 
шунтирующую цепь, которая и представляет собой механизм 
пассивного демпфирования. Поэтому, применяя соответствую-
щие электрические цепи, можно рассеять внутреннюю энергию 
системы и, как следствие, подавить колебания посредством до-
бавления пассивного демпфирования [6].  

Среди шунтирующих цепей заслуживают особого внима-
ния резонансные цепи. Обычно в их состав входят индуктивно-
сти и сопротивление. Эти цепи позволяют настраиваться на лю-
бую демпфируемую частоту. Кроме того, усовершенствования 
топологии цепи делают возможным одновременное демпфиро-
вание нескольких мод колебаний. С механической точки зрения 
система в целом (пьезоэлемент и резонансная шунтирующая 
цепь) подобна динамическому демпферу.  

Так как пьезоэлемент имеет собственную емкость, то 
применение шунтирующих цепей для диссипации энергии явля-
ется самым простым решением этой задачи. Простейший шунт – 
это резистор соединяющий электроды. Это было впервые экспе-
риментально продемонстрировано Forward [7] и позднее про-
анализировано Hagood и von Flotow [8].  

Присоединение резистора создает RC-цепь с резонансной 
частотой демпфирования, то есть демпфирующий эффект зави-
сит от частоты. Для демпфирования требуемых мод и частот 
необходимо размещать пьезоэлементы в области высокой ин-
тенсивности напряжений, что показали Davis и Lesieutre [9].  

Чтобы увеличить степень демпфирования шунтировани-
ем, в дополнение к резистору устанавливается катушка индук-
тивности. Получающееся устройство является аналогом меха-
нического демпфера, поглощающего колебания. Forward [7] 
экспериментально исследовал применение RL-цепи для управ-
ления механическим резонансом стержня с пьезоэлектрически-
ми преобразователями. Он добился снижения амплитуды коле-
баний для рассматриваемой резонансной моды на порядок. 
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В отличие от цепей, состоящих только из сопротивления, 
RL-цепи в общем случае демпфируют только одну моду колеба-
ний. Эта методика демпфирования обычно упоминается как 
пассивное демпфирование шунтированием. Особенностью тако-
го рода систем управления колебаниями является стабильность 
для определенных частот колебаний. Это качество обеспечива-
ется фундаментальными свойствами пассивных систем демпфи-
рования посредством шунтирования [10, 11]. Hagood и von 
Flotow [8] разработали первую аналитическую модель пьезо-
электрического демпфера колебаний на основе RL-цепи. Они 
выявили, что ключевым параметром является коэффициент 
электромеханической связи (КЭМС), характеризующий способ-
ность устройства преобразовывать механическую энергии в 
электроэнергию. Это - количественный показатель, который ме-
няется в зависимости от рассматриваемой моды колебаний. Ав-
торам удалось экспериментально и аналитически определить 
количественно коэффициент электромеханической связи через 
разность между собственными частотами при разомкнутыми и 
короткозамкнутыми электродами пьезоэлемента.  

Резонансная последовательная шунтирующая цепь была 
предложена Hagood и von Flotow [8]. Та же самая схема рас-
сматривается у Lesieutre [12], Caruso [13], Fleming и др. [10-11], 
Park и Inman [14] и др. 

Параллельная резонансная шунтирующая цепь впервые 
была предложена Wu [15]. 

В работе [13] Giovanni Caruso показал, что последователь-
ная RL-цепь является самой эффективной при пассивном демп-
фировании колебаний. Параллельная RL-цепь дает коэффициент 
демпфирования колебаний немного меньше, чем одна последо-
вательная RL-цепь. Экспериментальные исследования подтвер-
дили теоретические предсказания.  

Шунтирование пьезоэлектрических материалов электри-
ческими цепями весьма перспективно для подавления вибраций. 

Пьезоэлектрические элементы, соединенные шунтирую-
щей цепью и присоединенные к механической конструкции, яв-
ляются устройствами, на которых происходит диссипация энер-
гии и тем самым осуществляется дополнительное демпфирова-
ние колебаний. Из-за пьезоэлектрического эффекта часть меха-
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нической энергии, связанной с колебаниями, может быть преоб-
разована в электроэнергию и просто рассеяна через шунтирую-
щую цепь, которая и представляет собой механизм пассивного 
демпфирования. Поэтому, применяя соответствующие электри-
ческие цепи, можно рассеять внутреннюю энергию и, как след-
ствие, подавить колебания посредством добавления пассивного 
демпфирования [6].  

Рассмотрим вариант электрических граничных условий, 
когда одна часть электродированной поверхности пьезоэлемента 

 соединена с точкой нулевого потенциала последовательной 

RLC-цепью, а на другой части 

el
mΩ

el
kΩ  задан нулевой потенциал. В 

этом случае потенциал на незаземленном электроде будет вы-
числяться по следующей формуле: 

m m
m m m m

Q Q
mRI LI RQ LQ

C C
ϕ = + + = + + ,              (34) 

где mϕ  и 
el
m

m eQ q d
Ω

= Ω∫  - электрический потенциал и суммар-

ный заряд на el
mΩ , m mI Q=  – ток в проводнике, R  - активное 

сопротивление;  - ёмкость;  - индуктивность. Тогда инте-
грал по поверхности 

C L
el
mΩ  в уравнении (32) будет определять 

электрические граничные условия для пьезоэлектрических уча-
стков. 

el
m

eq d Qδϕ δϕ
Ω

Ω = −∫ m m

)

   (35) 

В уравнении (35) учтено, что электродированная поверх-
ность  эквипотенциальна, а цепь является внешним элемен-
том по отношению к исследуемой системе (смена знака перед 
интегралом). В этой постановке система уравнений данная 
уравнением (32) при отсутствии внешней нагрузки 

 является однородной и может быть сформулиро-

вана как задача на собственные значения.  

el
mΩ

( 0i iX t= =
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( ) ( )
1 2

0

i j i i j i i
i j i i j i i

V V

m m

u u dV D E u u dV

Q

σ δε ρ δ σ δε δ ρ δ

δϕ

+ + − +

+ =

∫ ∫ +
 (36) 

В этом случае система уравнений (36), (33), (35) допускает ква-
зигармоническое решение, описываемое временной функцией  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

e e

e e

e e

i t i t
i i i

i t i t
ij ij ij

i t i t
m m m

u t u u t

t t

t t

ψ ω

ψ ω

,

,
ψ ω

ε ε ε

ϕ ϕ ϕ

= =

= =

= =

. 

Здесь iψ ω η= +  - комплексная собственная частота колебаний 

( ) ( ) ( )e , e , et t
i i ij ij m mu t u t t tη ηε ε ϕ ϕ− −= = = η−  - медленно ме-

няющиеся функции времени, iu  комплексная мгновенная ам-
плитуда колебаний. Найденные комплексные собственные час-
тоты определяют резонансные частоты ( )Re ψ ω=  системы и 

ее показатели демпфирования ( )Im ψ η= . Комплексные мгно-
венные амплитуды колебаний определяют формы и фазы коле-
баний. В этом случае уравнение (36) может быть разрешено от-
носительно суммарного заряда. 

1 2

e( )
i t

m
mQ t

C L i

ψϕ
ψ ψ−

⋅
=

R− ⋅ + ⋅ ⋅
             (37) 

После очевидных преобразований получаем вариационное 
уравнение на собственные значения (черту над переменной 
опускаем). 

( ) ( )( )

( )
2

1

2

2
1 2 0

ijkl ijk ijk ki i
ij kl k k ij i i

V

ijkl i m m
ij kl i

V

C E E e E u u d

C u u dV
C L i R

δε ε β δ β ε ψ ρδ

ϕ δϕδε ε ψ ρδ
ψ ψ−

V− − + −

+ − + =
− +

∫

∫

+

                             (38) 
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Таким образом, для пьезоэлектрического тела получено 
вариационное уравнение квазигармонических колебаний, кото-
рое содержит диссипативные слагаемые, обусловленные поте-
рей энергии во внешних электрических цепях с сопротивлением 
R. Индуктивность внешнего контура L и ёмкость C выступают в 
качестве своеобразных аналогов механической массы и жестко-
сти, с помощью которых можно управлять собственными часто-
тами колебаний. 

Для параллельной RLC-цепи протекающий через нее ток 
равен сумме токов, протекающих через ее элементы. 

mR L C m
m m m m m

dt
I I I I C

R L

ϕϕ ϕ= + + = + + ∫   (39) 

Учитывая квазигармонический характер протекающего процес-
са, получим 

1 ei t
m m

iI i C
R L

ψϕ ψ
ψ

⎛ ⎞
= + − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

Выполнив в последнем уравнении интегрирование по времени, 
получаем суммарный заряд на электроде: 

2

1 ei t
m m

iQ C
R L

ψϕ
ψ ψ

⎛ ⎞
= − + − ⋅⎜

⎝ ⎠
⎟  (40) 

После преобразований аналогичных последовательной RLC-
цепи получаем вариационное уравнение на собственные значе-
ния (черту над переменной опускаем): 

( ) ( )( )

( )
2

1

2

2
2

1 0

ijkl ijk ijk ki i
ij kl k k ij i i

V

ijkl i
ij kl i m m

V

C E E e E u u d

iC u u dV C
R L

δε ε β δ β ε ψ ρδ

δε ε ψ ρδ ϕ δϕ
ψ ψ

V− − + −

⎛ ⎞
+ − + − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫

+

=

       (41) 
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При отсутствии в RLC-цепях тех или иных элементов в уравне-
ниях (38) и (41) должны быть опущены соответствующие сла-
гаемые. Более сложные цепи могут быть синтезированы комби-
нацией уравнений (38) и (41) [16-19]. 

 
3.2. Конечно-элементная реализация задачи для по-

следовательной и параллельной RLC-цепей 
 
Сформулированная задача может быть решена с по-

мощью метода конечных элементов. Для этого запишем 
вариационное уравнение (38) в матричной форме. 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )
1

2

2
1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2 1 2 0

T T

V

T T c c

V

D u u dV

D u u dV
C L i R

δ ε ε ψ δ ρ

δϕ ϕδ ε ε ψ δ ρ
ψ ψ−

− +

+ − +
− +

∫

∫ =
 

             (42) 

Аналогично для уравнения (41). 

      

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )
{ } [ ]{ } { } [ ]{ }( )

1

2

2
1 1 1 1 1 1

2
2 2 2 2 2 2

2

1 0

T T

V

T T

V

m m

D u u dV

D u u

i C
R L

δ ε ε ψ δ ρ

δ ε ε ψ δ ρ

ϕ δϕ
ψ ψ

− +

+ −

⎛ ⎞
+ − + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫

∫ dV +               (43) 

Здесь обобщенные векторы перемещений, деформаций, напря-
жений и матрица плотности для областей  и  записываются 
следующим образом: 

1V 2V
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{ } { } { } [ ]

11
11

22
22

1 33
33

1 2 1 1 123
23

3 13
13

12
12

1 0 0
, , , 0 1

2
0 0 1

2
2

u
u u

u

ε σ
ε σ
ε σ

ε σ ρ ρ
ε σ
ε σ
ε σ

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪⎧ ⎫ ⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ 0⎢ ⎥= = = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎣ ⎦⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

                    (44) 
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u
u

u
u
ϕ

⎧ ⎫
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3
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2

0 1 0 0
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0 0 1 0
2

0 0 0 0
E D
E D
E D

ε σ
ε σ
ε σ
ε σ

ε ε σ ρ ρσ
ε σ

⎧ ⎫⎧ ⎫
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪
⎪ ⎪⎪ ⎪

⎡ ⎤⎪ ⎪⎪ ⎪
⎢ ⎥⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥= = =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎣ ⎦−⎪ ⎪ ⎪ ⎪

⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎪ ⎪ ⎪ ⎪
⎪ ⎪ ⎪ ⎪−⎩ ⎭ ⎩ ⎭

     (45) 

Физические соотношения (33) для пьезокерамики, поляри-
зованной в направлении оси 3X , в матричной форме будут 
иметь вид 

{ } [ ]{ } { }2 2 2 T

С
D

e
β

2σ ε ε
β
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (46) 
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где 

[ ]

11 12 13 13

12 11 13 13

13 13 33 33

44 15

44 15
2

11 12

15 11

15 11

13 13 33 33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

C C C
C C C
C C C

C
CD

C C

e
e

e

β
β
β

β
β

β
β

β β β

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
−⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥

−⎣ ⎦

 

            (47) 

В случае поляризации керамики в направлении какой-
либо другой оси соответствующим образом должна быть преоб-
разована матрица коэффициентов [ ]2D  в (47). Для элемента те-

ла  матрица упругости 1V [ ]1D  будет иметь размер 6 6×  и со-

держать только элементы . ijC
Вариационная задачи (42) и (43) с помощью метода ко-

нечных элементов (МКЭ) сводится к алгебраической проблеме 
собственных значений: 

           ( )( ){ }2 0s s sK M G Xψ ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦             (48) 

где { }sX  - комплексный вектор узловых параметров, ψ  - ком-

плексная собственная частота, sK⎡ ⎤⎣ ⎦  – матрица жесткости (в 

общем случае комплексная), sM⎡ ⎤⎣ ⎦  – матрица масс, [ ]G  – мат-

рица коэффициенто внешних RLC-цепей.  
Полученные из решения задачи на собственные значения 

(48) комплексные частоты iψ ω η= +  определяет резонансные 
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частоты (ω ) и показатели демпфирования (η ) системы. Ком-
плексные собственные векторы определяют формы и фазы ко-
лебаний. 

Уравнение (48) существенно отличается от обобщенной 
проблемы на собственные значения наличием матрицы 

( )G ψ⎡⎣ ⎤⎦ . Условием существования нетривиального решения 

является  

( )( )2( ) det 0s sD K M Gψ ψ ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + ⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ =   (49) 

Для решения поставленной задачи - определения динами-
ческих характеристик электровязкоупругих систем с внешними 
электрическими цепями на основе решения спектральной задачи 
использовались некоторые возможности программного ком-
плекса ANSYS. 
1. Осуществлялся предварительный анализ собственных час-

тот и форм колебаний электроупругого тела без внешних 
цепей. 

2. Строилась конечно-элементная сетка и исследовалась схо-
димость при модальном анализе тела без внешних цепей. 

3. Формировались матрицы жесткости sK⎡ ⎤⎣ ⎦  и масс sM⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

используемые в уравнении (49). 
Характеристическое уравнение (49) с комплексными ко-

эффициентами решалось с помощью модифицированного мето-
да парабол, позволяющего определять корни в нужном порядке. 

 
 
4. Примеры численного анализа и оптимизации 
 
Для оценки перспективности описанных технологий был 

выполнен численный эксперимент по расчету и оптимизации 
демпфирующих свойств кусочно-однородного упруго - электро-
упругого (пьезоэлектрического) тела. Часть пьезоэлектрическо-
го элемента была покрыта электродированным пьезоэлектриче-
ским слоем, к которому подсоединяется двухполюсник в виде 
внешней электрической RLC-цепи. Условие электродирования 
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обеспечивает эквипотенциальность поверхности по электриче-
скому потенциалу. Рассматривались два подхода к решению по-
ставленной задачи. В первом случае решалась задача о собст-
венных колебаниях, где определялась комплексная собственная 
частота. Во втором случае определялась резонансная амплитуда 
при установившихся вынужденных колебаниях системы, нагру-
женной гармонической силой в определенной точке.  

 
Пример 1.  
 
Для первого варианта объектом моделирования являлся 

макет крыла самолета из упругого материала, представляющей 
собой косоугольную пластину шириной 9h = м, длиной 

м и толщиной 15b = 0.3t = м, защемленной по торцу и зани-
мающей объем . К пластине присоединен пьезоэлемент дли-
ной м и толщиной 

1V
3a = 1 0.15t = м, занимающий объем  

(рис.17). Электродированная поверхность пьезоэлектрического 
элемента через двухполюсник соединялась с точкой нулевого 
потенциала (рис.18).  

2V

Предполагалось найти структуру и параметры двухпо-
люсника для наилучшего гашения первой и второй моды коле-
баний (рис.19). Пьезослой считался выполненным из пьезокера-
мики PZT-5, пластина – из алюминиевого сплава. 

 
 

Рис.17. - Макет крыла самолета с присоединенным  
пьезоэлементом 

 

V2

V1

b 
a

h 

 



 54

 Z 

 
 
 

В качестве двухполюсника рассматривались следующие 
варианты цепей (таблица 1): 

Рис. 18. - Схема крыла. 

Рис.19. - Две первые моды колебаний 
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Таблица 1 
 

 
 
 

 
 

 
 

1) Одиночный 
резистор R 

2) Одиночная 
ндуктивность L 

3) Одиночная ем-
кость C 

R 

 

 
 

 

 

4) Параллельная RL-цепь 5) Последовательная RL-цепь 

 
Зависимости коэффициентов демпфирования ( )1N cη −=  

и частот (
2

)f Hzω
π

=  от параметров двухполюсника для раз-

личных мод колебаний приведены на рис. 20 – 25. 
Из рисунков 20-25 видно, что на показатель демпфирова-

ния в простейших цепях влияет только пассивное сопротивле-
ние R . 

RL 
L 

R

L
 
С
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Рис.20. - Зависимость первой частоты и коэффициента демп-

фирования от ёмкости  C
 

 
Рис.21. - Зависимость второй частоты и коэффициента демпфирования 

от ёмкости C  
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Рис.22. - Зависимость первой частоты и коэффициента демпфирования 

от индуктивности  L

 
 

Рис.23. - Зависимость второй частоты и коэффициента демпфирования 
от индуктивности  L
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Рис.24. - Зависимость первой частоты и коэффициента демпфирования 

от сопротивления R  
 

 
 
Рис. 25. - Зависимость второй частоты и коэффициента демпфирования 

от сопротивления R . 
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На рисунках 26-33 приведены графики зависимости коэф-
фициентов демпфирования конструкции от величины сопротив-
ления шунтирующего резистора R при различных значениях 
индуктивности L для параллельных и последовательных цепей. 

 
Рис.26. - Зависимость коэффициента демпфирования первой моды от 

R для параллельной RL-цепи при фиксированных L. 

 
Рис.27. - Зависимость коэффициента демпфирования второй моды от 

R для параллельной RL-цепи при фиксированных L. 

 



 60

 
Рис.28. - Зависимость коэффициента демпфирования первой моды от 

R для последовательной RL-цепи при фиксированных L. 

 
Рис. 29. - Зависимость коэффициента демпфирования второй моды от 

R для последовательной RL-цепи при фиксированных L. 
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Рис.30. - Зависимость первой частоты и коэффициента демпфирования 
от сопротивления R  для параллельной RL-цепи при оптимальном 

6500L H= . 

 
Рис.31. - Зависимость первой частоты и коэффициента демпфирования 
от сопротивления R  для параллельной RL-цепи при оптимальном 

 (растянутая область вблизи оптимума)  6500L = H
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Рис.32. - Зависимость первой частоты и коэффициента демпфирования 
от сопротивления R  для последовательной RL-цепи при оптималь-

ном 6340L H= . 

 
Рис.33 - Зависимость первой частоты и коэффициента демпфирования 
от сопротивления R  для последовательной RL-цепи при оптималь-

ном 6340L H=  (растянутая область). 
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Сравнивая результаты определения коэффициентов демп-
фирования элементарной R цепи и последовательной RL видно, 
что последняя в 15 раз более эффективна. Это объясняется тем, 
что собственная емкость пьезоэлемента и индуктивность обра-
зуют резонансный контур, что приводит к заметному увеличе-
нию электрического тока через цепь. Графики для второй, 
третьей и четвертой мод  по характеру не отличаются от первой. 

 
Пример 2.  
 
Для иллюстрации второго подхода рассматривалась зада-

ча об установившихся вынужденных колебаниях. Динамические 
свойства системы определяются на основе анализа семейства 
амплитудно-частотных характеристик, полученных при различ-
ных способах возбуждения гармонической нагрузкой частотой 

{ } { }( )0
iptp F F e= . 

В рамках разработанной схемы метода конечных элемен-
тов задача построения амплитудно-частотных характеристик 
электроупругих систем сводится к решению системы линейных 
неоднородных уравнений (50) для различных значений частоты 
p , полученной из уравнения (48) путем добавления вектора на-
грузок. 

[ ] [ ] ( )( ){ } { }2
0K p M G p X F− + =⎡ ⎤⎣ ⎦ 0           (50) 

Здесь [ ]K  – матрица жесткости, [ ]M  – матрица масс, 

 – матрица коэффициентов внешних RLC-цепей, ( )G p⎡⎣ ⎤⎦
{ }0X  – вектор амплитуды колебаний, { }0F  – вектор амплитуды 
нагрузок. Элементы матрицы  зависят от параметров и вида G
RLC -цепей.  

Рассматривалась задача о колебаниях конической оболоч-
ки, изображенной на рис. 34 ( 0.643r = м, 0.84h = м, угол при 
вершине ,толщина 21oα = 0.008t = м). Оболочка по части по-
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верхности покрыта пьезослоем, поляризованным в направлении 
толщины.  

Материал оболочки имел механические характеристики 
стали с тангенсом потерь 55 10−⋅ , а электромеханические харак-
теристики пьезослоя соответствовали пьезокерамики PZT-4.  

Для гашения неосесимметричных форм колебаний элек-
тродирование пьезослоя было выполнено в виде 16 секторов. 
Количество секторов определяется числом полуволн, образую-
щихся в окружном направлении при колебаниях по низшим соб-
ственным частотам. В нашем случае три первые моды характе-
ризуются образованием 4, 3 и 5 волн в окружном направлении 
(рис. 35-37). Все сектора пьезослоя зашунтированы идентичны-
ми последовательными i iR L  цепями. Колебания возбуждались 
осевой силой 1P N= , приложенной в точке большого радиуса 
конуса. 

 

r 

h Li 

Ri

P 

Рис.34 – Схема конической оболочки 
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Рис.35. - Форма колебаний конической оболочки при первой 

собственной частоте f1=97 Hz 

 
Рис.36. - Форма колебаний конической оболочки при второй  

собственной частоте f2=111 Hz 
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Рис.37. - Форма колебаний конической оболочки при третьей  

собственной частоте f=118 Hz 
 

 
Рис.38. - Зависимости амплитуд колебания от величины сопро-

тивления резисторов 
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Оптимизация заключалась в определении таких значений 
сопротивления и индуктивности, при которых амплитуда коле-
баний достигала бы минимума, т.е. осуществлялось максималь-
ное демпфирование колебаний. Амплитуда колебаний вычисля-
лась в точке приложения силы при решении системы (50). 

На рисунке 38 приведено семейство кривых, показываю-
щих зависимости амплитуд колебания от величины сопротивле-
ния резисторов для индуктивности, равной 0, 40, 50 и 70 Гн. Из 
графика видно, что максимальное гашение колебаний происхо-
дит при сопротивлении, равном 11 кОм, и индуктивности, рав-
ной 50 Гн. 

 

 
Рис.39. - Амплитудно-частотные характеристики оболочки с различ-

ными вариантами параметров сопротивления и индуктивности. 
 
Для оценки снижения резонансных амплитуд колебаний 

были построены амплитудно-частотные характеристики колеба-
ний рассматриваемой оболочки с различными вариантами пара-
метров сопротивления и индуктивности (рис.39). Из графиков, 
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приведенных на рис.39, видно, что при отсутствии индуктивно-
сти и оптимальном сопротивлении амплитуда колебаний 
уменьшилась вдвое. При подключении катушки индуктивности 
удалось снизить амплитуду в четыре раза. 

 
Заключение 

 
Исследование возможностей современных технологий, 

основанных на модальном анализе электровязкоупругих систем 
с внешними пассивными дискретными связями,  подтвердило их 
высокую эффективность для решения задачи оптимизации ди-
намических характеристик конструкций из smart материалов. 

Тот факт, что частотные и диссипативные характеристики 
определяются из решения задачи о собственных колебаниях, 
позволяет считать их универсальными для данной конструкции, 
т.к. они не зависят ни от начальных условий, ни от вида и спо-
соба нагружения. 

Использование программного комплекса ANSYS для по-
строения конечноэлементной сетки и формирования глобальных 
матриц жесткости и масс электроупругого тела позволяет ис-
следовать объекты практически любой пространственной кон-
фигурации. 

Разработанная процедура построения конечноэлементной 
модели электрических цепей позволят рассматривать внешние 
связи произвольного вида. 

Учет вязкоупругих свойств посредством комплексных ди-
намических молей отличается универсальностью, надежностью 
и математической эффективностью. 
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