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ВВЕДЕНИЕ

Адекватные модели деформирования и разрушения материалов
необходимы в численных расчетах прогнозирования прочности и ресурса
средств транспорта, авиационных и ракетных двигателей, турбин, атом-
ных электростанций, к которым предъявляются высочайшие требования
по надежности и безопасности эксплуатации и разработка которых нахо-
дится в сильно конкурентной среде. В отличие от уравнений состояния
упругих тел данные модели обладают большим разнообразием и всегда
нелинейны.

Поведение различных материалов в предельных состояниях очень
многообразно и зависит от характера механических воздействий. Горные
породы, грунты, сыпучие среды, порошки, металлы, керамики, компо-
зиционные полимерные и пористые материалы, метаматериалы, выра-
щенные аддитивным производством, подвергаемые пропорциональному
или циклическому нагружению с различными характерными временами
воздействий, обеспечивают огромное многообразие сценариев перехода
в пластичное состояние или потери несущей способности материала. Со-
ответствующие модели развивались в XVII–XIX веках параллельно с тео-
рией упругости и сопутствующими ей разделами прикладной механики;
в 20-х годах XX века уже различали 9 гипотез прочности [1]; к 20-м годам
XXI века из этого раздела механики деформируемого твердого тела тео-
рия так и не сформировалась. Есть отдельные более или менее богатые
аппроксимации предельных точечных многообразий в пространствах на-
пряжений и деформаций, объединенных в группы по учету того или ино-
го параметра нагружения или материала, чаще всего ориентированные
на базовые эксперименты и удобство численной реализации. Такому же
плану изложения следует настоящее учебное пособие. Предполагается,
что параллельно с курсом критериев прочности и пластичности ведется
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курс теории пластичности, в котором даются теория и практика решения
задач традиционных основных разделов этой дисциплины.

Рукопись представляет собой аналитический обзор классических и
современных критериев статической и усталостной прочности и крите-
риев текучести с учетом анизотропии, дилатансии и зависимости от ви-
да напряженного состояния, необходимый для использования в числен-
ных расчетах в пакетах прикладных программ механики деформируемо-
го твердого тела, в документации к которым они изложены довольно бег-
ло. Особое внимание уделено вопросам идентификации моделей и требу-
емым для этого испытаниям. В учебном пособии не затронуты вопро-
сы разрушения тел с концентраторами напряжений, механики хрупко-
го разрушения, длительной прочности, коррозионной стойкости, износа,
традиционные для механика-прочниста, которые появятся в следующем
издании. В охваченных пособием разделах обзор современных моделей,
вероятно, является одним из самых полных и несомненно будет полез-
ным для подготовки студентов.
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ГЛАВА 1. КРИТЕРИИ ПРОЧНОСТИ И
ПЛАСТИЧНОСТИ ПРИ СТАТИЧЕСКОМ
НАГРУЖЕНИИ

1.1 Классические теории прочности

К началу XX века утвердился ряд теорий (гипотез) прочности [1,2],
которые принято разделять на три группы. При дальнейшем изложении
полагается общепринятая в прочности и пластичности нумерация глав-
ных напряжений σ3 ≤ σ2 ≤ σ1 и наименования σ1, σ2, σ3 максимальным,
промежуточным и минимальным главными напряжениями. Среднее на-
пряжение будет обозначаться следующим образом: σ = 1

3(σ1 + σ2 + σ3).

1.1.1 Теории максимальных напряжений

Первая группа выделяет теории максимальных напряжений. Пер-

вая теория прочности, восходящая к трактату Галилея 1638 года, связы-
вает разрушение материала с достижением максимальным нормальным
напряжением σ1 предельного значения σu :

σ1 = σu, (1.1)

причем оригинальная формулировка критерия предусматривает разли-
чие предельных напряжений при растяжении и сжатии. Третья теория

прочности, восходящая к трактату Кулона 1773 года, связывает разруше-
ние материала с достижением максимальным касательным напряжени-
ем τm = (σ1 − σ3)/2 предельного значения τ∗ :

σ1 − σ3 = 2τ∗. (1.2)

Это же условие использовал Треска в 1868 году в качестве критерия пла-
стического течения. Условие (1.2) описывает правильную шестигранную
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призму в пространстве главных напряжений, называемую призмой Трес-
ка – Кулона. Предел текучести при сдвиге τ∗ согласно этой теории должен
составлять половину предела текучести при одноосном растяжении или
сжатии σu. Если не учитывать нумерацию главных напряжений, условие
(1.2) записывается в виде

τm =
1

2
max(|σ1 − σ2|, |σ2 − σ3|, |σ3 − σ1|) = τ∗. (1.3)

1.1.2 Теории максимальных деформаций

Вторая группа выделяет теории максимальных деформаций. Вто-

рая теория прочности восходит к работе Мариотта 1662 года и связы-
вает разрушение материала с достижением максимальным нормальным
удлинением ε1 предельного значения:

ε1 = εu, (1.4)

где εu = σu/E — предельное значение на сжатие и растяжение, E — мо-
дуль Юнга. Оригинальная формулировка критерия предусматривает раз-
личие предельных напряжений при растяжении и сжатии. Выражая де-
формации через напряжения с помощью закона Гука, можно переписать
(1.4) в напряжениях

σ1 − ν(σ2 + σ3) = σu, (1.5)

где ν — коэффициент Пуассона.

1.1.3 Энергетические теории

Третья группа выделяет энергетические теории. Четвертая тео-

рия прочности принадлежит Бельтрами, который в 1885 году рассмотрел
энергию упругих деформаций в качестве критериальной функции:

σ21 + σ22 + σ23 − 2ν(σ1σ2 + σ2σ3 + σ3σ1) = σ2u, (1.6)
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Уравнение (1.6) описывает эллипсоид вращения в пространстве напря-
жений с центром в его начале координат.

Для того чтобы описать прочность материалов вплоть до очень вы-
соких значений гидростатического давления, Хубер в 1904 году исключил
из (1.6) часть, отвечающую за энергию объемной деформации, в резуль-
тате чего критерий приобрел вид

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2 = 2σ2u. (1.7)

Уравнение (1.6) описывает круговой цилиндр в пространстве напряже-
ний с гидростатической осью в качестве оси симметрии, описанный во-
круг призмы Треска. Данная теория, связывающая предельное состоя-
ние с достижением энергией формоизменения критической величины,
имеет название пятой теорией прочности или теории Хубера – Мизеса.
Последним показано, что (1.7) может быть интерпретировано как усло-
вие достижения касательного напряжения на «октаэдрической» площад-
ке, равнонаклоненной к главным осям тензора напряжений, критической
величины. Предел текучести при сдвиге τ∗, согласно этой теории, должен
составлять 1/

√
3 предела текучести при одноосном растяжении или сжа-

тии σu. Инвариант тензора напряжений

σi =
√

((σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2) /2

носит название эквивалентного напряжения по Мизесу либо (в русско-
язычной литературе) интенсивности напряжений. При одноосном растя-
жении интенсивность напряжений σi = σ1, и в момент выполнения кри-
терия (1.7) σ1 = σu.
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1.1.4 Условия максимальных приведенных напряжений и полной

пластичности

Условие максимальных приведенных напряжений (Ишлинского –
Ивлева) [3–5]

σ1 − σ = 2σu/3, (1.8)

также относится к простейшим и описывает правильную шестигранную
призму, огибающую цилиндр Хубера – Мизеса. Это условие не зависит от
среднего напряжения и может быть записано в виде

2σ1 − σ2 − σ3 = 2σu (1.9)

либо

σ1 − (σ2 + σ3)/2 = σu, σ2 ≤ (σ1 + σ3)/2,

(σ1 + σ2)/2− σ3 = σu, σ2 ≥ (σ1 + σ3)/2,
(1.10)

демонстрирующем учет промежуточного главного напряжения (σ2), в от-
личие от критерия Треска (1.2). Согласно этой теории предел текучести
при чистом сдвиге должен составлять 2/3 предела текучести при одно-
осном растяжении. Если не учитывать нумерацию главных напряжений,
условие (1.8) записывается в виде

max(|σ1 − σ|, |σ2 − σ|, |σ3 − σ|) = 2σu/3. (1.11)

Условия (1.2) и (1.9) можно встроить в семейство кусочно-линейных
функций [6]

σ1 − (bσ2 + σ3)/(1 + b) = σu, σ2 ≤ (σ1 + σ3)/2,

(σ1 + bσ2)/(1 + b)− σ3 = σu, σ2 ≥ (σ1 + σ3)/2.
(1.12)

Это условие сводится к критерию Треска (1.2) при b = 0 и условию
максимальных приведенных напряжений (1.8)–(1.10) при b = 1. При
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b = (
√

3− 1)/2 из него следует критерий Соколовского [7], представляю-
щий собой кусочно-линейную аппроксимацию условия Хубера – Мизеса.
Параметр b в (1.12) зависит от отношения α = τ∗/σu пределов текучести
при чистом сдвиге и одноосном растяжении:

b = (2α− 1)/(1− α), α = (1 + b)/(2 + b). (1.13)

Отсюда следуют известные отношения α для критериев Треска и мак-
симальных приведенных напряжений. Экспериментальные значения α

для ряда конструкционных металлических сплавов лежат в пределах
0,58− 0,7 [6,8].

В 1909 году Хаар и Карман указали, что условие течения на ребре
призмы Треска

σ1 = σ2, σ1 − σ3 = 2τ∗, (1.14)

называемое условием полной пластичности и описывающее течение
пластических сред и предельное состояние грунтов, обеспечивает стати-
ческую определимость пространственной задачи. Напряженное состоя-
ние, принадлежащее одновременно двум граням призмы, удовлетворяет
двум (а не одному) уравнению.

Более сложные, комбинированные, модели вместе с их обобщения-
ми будут рассмотрены в разделе 1.3.
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1.2 Анизотропные критерии текучести

В рамках ассоциированного закона пластического течения опре-
деляющие уравнения задаются а) скалярной функцией тензора напря-
жений (называемой функцией текучести), выступающей в качестве по-
тенциала для тензора приращения пластических деформаций, и б) за-
коном трансформации этой функции в зависимости от истории измене-
ния пластических деформаций и текущих значений переменных состоя-
ния — температуры, интенсивности скоростей деформации, внутренних
микроструктурных переменных (называемого законом упрочнения). Да-
лее будут рассматриваться функции текучести для случая плоского на-
пряженного состояния, имеющие приложения для листовой штамповки,
часть которых продолжаются на произвольное напряженное состояние.
При математическом моделировании процессов обработки пластически-
ми деформациями листовых материалов, полученных прокаткой, важно
учесть анизотропию их пластических свойств, что оказывается весьма
тонкой и сложной задачей. В оригинальных работах [9–24] предложены
различные варианты функций текучести, подходящих для пластически
анизотропных листовых металлических материалов. Довольно подроб-
ный обзор критериев текучести содержат монографии [25,26]. Для иден-
тификации критериев текучести обычно проводятся испытания на одно-
осное растяжение плоских образцов, вырубленных из листового металла
под углами α = 0◦, 45◦ и 90◦ относительно направления прокатки соглас-
но стандарту ASTM E8 [27]. По данным испытания с σ1 6= 0, σ2 = 0, где
σ1, σ2 — главные напряжений в плоскости образца, для каждого из углов
ориентации образца определяется напряжение течения σα, а также коэф-
фициент анизотропии (коэффициент Ланкфорда) rα = ε2/ε3, где ε1, ε2 —
главные деформации в плоскости образца, согласно стандарту [28] (ин-
дексом 1 обозначено направление вдоль образца, а 2 и 3 — в попереч-
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ном направлении в плоскости образца и нормально к этой плоскости). С
учетом того, что в процессах листовой штамповки пластические дефор-
мации существенно превышают упругие и условия пластической несжи-
маемости ε3 = −(ε1 + ε2), для определения коэффициента анизотропии в
испытании достаточно измерять продольную и поперечную деформации:
rα = −ε2/(ε1 + ε2). Для случая изотропии в плоскости листа данные од-
ноосных испытаний σ0, σ45, σ90, r0, r45, r90, необходимые для описания ор-
тотропных пластических свойств, сводятся к следующей паре констант:
σu и r. Для многоконстантных критериев требуется регистрация коэффи-
циента двухосной анизотропии rb = ε2/ε1 в испытании на сжатие диска,
σb — предела текучести при двухосном растяжении (σ1 = σ2), τc и τn —
пределов текучести при напряженном состоянии σ1 = −σ2 и ориентации
осей анизотропии под углами 0◦ и 45◦ к главным осям 1 и 2 тензора на-
пряжений. В случае изотропии в плоскости листа имеем τc = τn = τ∗.

Для алюминиевых сплавов регистрируются два тонких эффекта
аномального проявления пластической анизотропии [25]. Первый из них
наблюдается в случае пластической изотропии в плоскости и заключает-
ся в том, что при r < 1 имеет место σb > σu либо при r > 1 выполняется
σb < σu, где σb напряжение течения, определяемое из эксперимента на
двухосное растяжение с σ1 = σ2 6= 0. Второй заключается в том, что при
σ0 = σ90 имеет место r0 6= r90, или при σ0 6= σ90 наблюдается r0 = r90. Далее
в данной главе принимается

σ0 ≥ σ90. (1.15)

1.2.1 Квадратичный критерий Хилла Hill48

Для случая плоской ортотропии, оси которой x (направление про-
катки) и y не совпадают с главными осями тензора напряжений, этот
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критерий записывается в виде [9]

(G+H)σ2xx − 2Hσxxσyy + (F +H)σ2yy + 2Nσ2xy = 1. (1.16)

Функция текучести (1.16) содержит четыре независимые константы
F, G, H, N ; ее выпуклость обеспечивается при

F +G > 0, N > 0, FG+GH +HF > 0. (1.17)

Эти условия предполагают F + H > 0, G + H > 0, при этом одна из
констант F, G, H может быть отрицательной. Полагая (σxx, σyy) равным
(σ0, 0), (0, σ90), (σb, σb), из (1.16) можно получить выражения

σ0 = (G+H)−1/2, σ90 = (F +H)−1/2, σb = (F +G)−1/2. (1.18)

Из первых двух из них и соглашения (1.15) дополнительно следует F ≥ G.

Полагая σxx = σyy = 0, σxy = τn и σxx = −σyy = τc, σxy = 0, из (1.16) также
следует

τn = (2N)−1/2, τc = (F +G+ 4H)−1/2. (1.19)

Из закона пластического течения, ассоциированного с функцией
(1.16), вытекает

r0 = H/G, r90 = H/F, r45 = N/(F +G)− 1/2. (1.20)

Для определения констант достаточно иметь коэффициенты
r0, r45, r90 и напряжение течения σα для одного любого угла α. Тогда
искомые константы могут быть найдены по следующим формулам,
следующим из (1.18), (1.20):

H =
1

σ20

r0
1 + r0

, G =
1

σ20

1

1 + r0
, F =

1

σ20

r0
r90

1

1 + r0
,

N =
1

σ20

1
2 + r45

1 + r0

(
1 +

r0
r90

)
.

(1.21)
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В случае изотропии в плоскости листа критерий (1.16) принимает
вид:

(r + 1)σ2xx − 2rσxxσyy + (r + 1)σ2yy + 2(2r + 1)σ2xy = σ2u (1.22)

и содержит только две константы r, σu. При r = 1 критерий Hill48 пере-
ходит в критерий Мизеса.

К положительным качествам данного критерия следует отнести ма-
лое число параметров, простоту экспериментов для их определения, а
также простоту математической формулировки и использования в чис-
ленных расчетах. Однако данный критерий не описывает ни один из ано-
мальных эффектов.

Для обобщения функции текучести (1.16) в следующих разделах бу-
дут полезны некоторые ее альтернативные записи. Эта функция может
быть записана в следующем виде:

F +G

4
(σxx+σyy)

2 +
F +G+ 4H

4
(σxx−σyy)2−

F −G
2

(σ2xx−σ2yy) + 2Nσ2xy = 1.

(1.23)
Еще одна запись рассматриваемой функции возможна через главные на-
пряжения и угол α между первой главной осью напряжений и направле-
нием прокатки x с помощью подстановки

σxx+σyy = σ1+σ2, σxx−σyy = (σ1−σ2) cos 2α, 2σxy = (σ1−σ2) sin 2α, (1.24)

после которой она примет вид

(σ1+σ2)
2+
σ2b
τ 2n

(σ1−σ2)2−2a(σ21−σ22) cos 2α+b(σ1−σ2)2 cos2 2α = (2σb)
2, (1.25)

где a = (F −G)/(F +G), b = (F +G+ 4H − 2N)/(F +G). Условия устой-
чивости материала (1.17) эквивалентны неравенству

b > a2 − σ2b
τ 2n
. (1.26)
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Из соглашения (1.15) с учетом выражений (1.18) вытекает условие

a ≥ 0. (1.27)

Из (1.25) можно найти выражение предела текучести σα при одноосном
растяжении вдоль оси под углом α к направлению прокатки

4σ2b
σ2α

= 1 +
σ2b
τ 2n
− 2a cos 2α + b cos2 2α. (1.28)

Имея σ0, σ45, σ90, σb, можно определить

a =
σ2b
σ290
− σ2b
σ20
, b = 2

σ2b
σ290

+ 2
σ2b
σ20
− 4

σ2b
σ245

. (1.29)

Располагая τn, τc, σb, можно найти

b =
σ2b
τ 2c
− σ2b
τ 2n
. (1.30)

Функция σα имеет стационары на краях отрезка α ∈ [0, π/2], монотонно
убывая от σ0 до σ90 при |b| ≤ a (G + 2H ≤ N ≤ F + 2H). При |b| ≥ a

(N < G+2H или N > F +2H) у функции σα на рассматриваемом отрезке
появляется нетривиальный экстремум α = 1

2 arccos a
b , который является

максимумом, превышающим σ0, при b > a (N < G+2H), или минимумом,
меньшим σ90, при b < −a (N > G + 2H). Эти варианты анизотропии
металлического листа определяют различные случаи развития фестонов
(«ушей») при вытяжке стакана из листа.

Из ассоциированного с функцией (1.25) закона пластического тече-
ния для одноосного растяжения вытекают соотношения

1 + 2rα =
σ2b/τ

2
n − a cos 2α + b cos2 2α

1− a cos 2α
, 2(1 + rα) =

4σ2b/σ
2
α

1− a cos 2α
, (1.31)

из которых следует
r0
r90

=
1 + a

1− a
, a =

r0 − r90
r0 + r90

, rb =
1 + a

1− a
. (1.32)

Закон пластического течения, ассоциированный с критерием
Hill48, реализован в пакете программ LS-DYNAr под именем MAT_122.
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1.2.2 Степенной критерий Хилла Hill79

Обобщение критерия Hill48 с использованием однородной функции
степени m предложено в [10]:

f |σ1 − σ2|m + g|σ2 − σ3|m + h|σ3 − σ1|m + a|2σ1 − σ2 − σ3|m+

+ b|2σ2 − σ1 − σ3|m + c|2σ3 − σ1 − σ2|m = (2σb)
m. (1.33)

Критерий в пространственной формулировке (1.33) содержит 7 констант
(с учетом зависимости f, g, h, a, b, c и σb, а также произвольности пока-
зателя степени m, который должен быть положительным для устойчи-
вости материала). Три последних слагаемых в функции текучести поз-
воляют описать первую аномалию пластической анизотропии листовых
металлов. Далее критерий (1.33) будет рассмотрен для случая изотропии
в плоскости первых двух главных напряжений, для которого f = g, a = b.

Для плоского напряженного состояния σ3 = 0, и последовательно пола-
гая (σ1, σ2) равным (σu, 0) и (σb, σb), получим

σmb
σmu

=
(2m + 1)a+ c+ f + h

2a+ 2mc+ 2f
. (1.34)

Из соотношений пластического течения, ассоциированных с функцией
(1.33) в рассматриваемых ограничениях, следует

r =
(2m−1 + 2)a− c+ h

(2m−1 − 1)a+ 2c+ f
. (1.35)

Преобразовывая (1.34) и (1.35), получаем соотношение(
σb
σu

)m
=

1

2
(1 + r)

(
1 +

(2m−1 − 2)(a− c)
a+ 2m−1c+ f

)
, (1.36)

из которого следует, что аномалия первого типа пропадает, если a = b = c

или m = 2. Эта аномалия также исчезает при f = g = h = 0, когда имеют
место r > 1, σb/σu > 1 при a > c или r < 1, σb/σu < 1 при a < c.
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Анализ (1.36) позволил Хиллу выделить четыре простейших част-
ных случая функции текучести (1.33), при которых описывается анома-
лия:

a) c|σ1 + σ2|m + f(|σ1|m + |σ2|m) = (2σb)
m;

b) a(|2σ1 − σ2|m + |2σ2 − σ1|m) + h|σ1 − σ2|m = (2σb)
2;

c) a(|2σ1 − σ2|m + |2σ2 − σ1|m) + f(|σ1|m + |σ2|m) = (2σb)
2;

d) c|σ1 + σ2|m + h|σ1 − σ2|m = (2σb)
2.

(1.37)

Критерий (d) может быть переписан в терминах трех параметров, изме-
ряемых в испытаниях,

|σ1 + σ2|m + (1 + 2r)|σ1 − σ2|m = 2(1 + r)σmu (1.38)

или
|σ1 + σ2|m +

σ2b
τ 2n
|σ1 − σ2|m = (2σb)

m. (1.39)

Из (1.39) следует соотношение(
σb
σu

)m
=

1 + r

2m−1
, (1.40)

способное описывать аномалию первого типа, поскольку возможно
2m−1 > 1 + r, если r > 1 или 2m−1 < 1 + r при r < 1.

1.2.3 Степенной критерий Хилла Hill90

Другое степенное обобщение критерия Hill48 предложено в [12]. В
качестве прототипа рассмотрено условие Hill79 для листового материала
с изотропией в плоскости листа в форме (1.39), содержащее три констан-
ты σb, τ

2
n, m.

Критерий Hill90 является однородной функцией степени m

|σ1 + σ2|m +
σmb
τmn
|σ1 − σ2|m+

+ |σ21 + σ22|
m
2 −1(−2a(σ21 − σ22) + b(σ1 − σ2)2 cos 2α) cos 2α = (2σb)

m (1.41)
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и содержит 5 констант σb, τn, a, b,m. При m = 2 он сводится к критерию
Hill48 (1.25), а при α = π/4 либо a = b = 0 — к критерию Hill79 (1.39).
Условия устойчивости материала (1.26) остаются в силе при любом m >

1. В осях ортотропии рассматриваемая функция принимает вид

|σxx + σyy|m +
σmb
τmn
|σxx − σyy|m+

+ |σ2xx + σ2yy|
m
2 −1(−2a(σ2xx − σ2yy) + b(σxx − σyy)2) = (2σb)

m. (1.42)

Выражение предела текучести σα при одноосном растяжении вдоль оси
под углом α к направлению прокатки, при котором компоненты главных
напряжений равны (σα, 0), принимает вид

2mσmb
σmα

= 1 +
σmb
τmn
− 2a cos 2α + b cos2 2α. (1.43)

Из него, располагая σ0, σ45, σ90, σb, можно выразить константы

4a =
2mσmb
σm90

− 2mσmb
σm0

, 2b =
2mσmb
σm0

+
2mσmb
σm90

− 2m+1σmb
σm45

. (1.44)

Если известны σ0, σ45, σ90, r45, эти же константы определяются следую-
щим образом:

a =
1

2

(
σm45
σm90
− σm45
σm0

)
(1 + r45), b =

(
σm45
σm0

+
σm45
σm90
− 2

)
(1 + r45). (1.45)

Располагая τn, τc, σb, можно найти

b = 2
m
2 −1
(
σmb
τmc
− σmb
τmn

)
. (1.46)

Условие устойчивости материала принимает вид

b > a2 − σmb
τmn

. (1.47)

Экстремумы функции σα на отрезке α ∈ [0, π/2] так же определяются
константами a, b, как аналогичная функция критерия Hill48.
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Из ассоциированного с функцией (1.41) закона пластического тече-
ния для одноосного растяжения вытекают соотношения

1+2rα =
σmb /τ

m
n − a cos 2α + m+2

2m b cos2 2α

1− a cos 2α + m−2
2m b cos2 2α

,

2(1 + rα) =
2mσmb /σ

m
α

1− a cos 2α + m−2
2m b cos2 2α

,

(1.48)

из которых следует

a =
(r0 − r90)(1− m−2

2 r45)

r0 + r90 − (m− 2)r0r90
, b =

m(2r0r90 − r45(r0 + r90))

r0 + r90 − (m− 2)r0r90
(1.49)

и
1 + 2r45 =

σmb
τmn

, 2(1 + r45) =
2σmb
σm45

, rb =
2

m
2 −1 + 2a

m

2
m
2 −1 − 2a

m

. (1.50)

Записанные формулы позволяют выбирать различные системы базо-
вых экспериментальных параметров для нахождения материальных кон-
стант, однако модель не позволяет одновременно удовлетворить более
чем пяти из них (например σ0, σ45, σ90, r0, r45, r90).

Закон пластического течения, ассоциированный с критерием
Hill90, реализован в пакете программ LS-DYNAr под именем MAT_243.

Шестиконстантное обобщение функции Hill90 предложено Lin и
Ding [15]

|σ1 + σ2|m + (1 + 2R)|σ1 − σ2|m + |σ21 + σ22|
m
2 −1(−2a(|σ1|s − |σ2|s)+

+ b|σ1 − σ2|s cos 2α) cos 2α = (2σb)
m. (1.51)

Функция (1.51) не является однородной. Константы a, b определяются
выраженями (1.44) с учетом

2(1 +R) =
2mσmb
σm45

, (1.52)

а показатель степени выражается как

s =
m((b− 2a)r0 + 2(r0 − r45))

(1 + r0)b
. (1.53)
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Для идентификации модели требуется шесть параметров
σ0, σ45, σ90, r0, r45, σb, определяемых из трех испытаний на одноос-
ное растяжение и одного — на двухосное растяжение.

Leacock в [14] предложил семиконстантное обобщение функции
Hill90, остающееся однородной функцией степени m :

|σ1+σ2|m+Am|σ1−σ2|m+|σ21+σ22|
m
2 −2((σ21−σ22)(H(σ21+σ22)+I(σ21−σ22) cos 2α)+

+ (σ1 − σ2)2(J(σ21 + σ22) +K(σ21 − σ22) cos 2α) cos 2α) = (2σb)
m, (1.54)

параметры которого A,H, I, J,K,m, σb определяются по эксперименталь-
ным данным σ0, σ45, σ90, r0, r45, r90, σb.

1.2.4 Кубичный критерий Хилла Hill93

В случае совпадения главных осей тензора напряжений и осей ор-
тотропии этот критерий записывается в виде [13]

σ21
σ20

+

(
c− pσ1 + qσ2

σb

)
σ1σ2
σ0σ90

+
σ22
σ290

= 1. (1.55)

Для определения пяти констант необходимо знать величины
σ0, σ90, r0, r90, σb. Тогда

p =
σ0σ90σb

σbσ0 + σbσ90 − σ0σ90
·

·
(

2r0 (σb − σ90)
σ20 (1 + r0)

− 2r90σb
σ290 (1 + r90)

+
1

σ0

(
σ90
σ0

+
σ0
σ90
− σ0σ90

σ2b

))
, (1.56)

q =
σ0σ90σb

σbσ0 + σbσ90 − σ0σ90
·

·
(

2r90 (σb − σ0)
σ290 (1 + r90)

− 2r0σb
σ20 (1 + r0)

+
1

σ90

(
σ90
σ0

+
σ0
σ90
− σ0σ90

σ2b

))
, (1.57)

c = p+ q +
σ0σ90
σ2b
− σ0
σ90
− σ90
σ0
, (1.58)

где p, q — произвольные константы.
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Данный критерий при сравнительно небольшом числе параметров
аппроксимирует обе аномалии пластического поведения листовых ани-
зотропных металлов. Однако неоднородность критерия по компонентам
тензора напряжений и формулировка его в главных осях этого тензора
лимитирует его применение в приложениях.

1.2.5 Критерий Барлата Yld89

Для случая плоской ортотропии критерий Барлата Yld89 записыва-
ется в форме [16]

a |X1 +X2|m + a |X1 −X2|m + (2− a) |2X2|m = 2σm0 , (1.59)

X1 =
σx + hσy

2
, X2 =

√(
σx − hσy

2

)2

+ p2σ2xy. (1.60)

Показатель степени m в (1.59) полагается равным 6 для поликристал-
лов с ОЦК-решеткой и 8 — с ГЦК-решеткой, что заимствовано из работы
Хосфорда 1979 года [17], автор которой предложил критерий

g|σ1|m + f |σ2|m + h|σ1 − σ2|m = σmb (1.61)

с f + g = 1, f, g, h > 0.

Как и (1.16), критерий (1.59)–(1.60) имеет четыре параметра
a, h, p, σ0, которые можно определить из трех экспериментов на одноос-
ное растяжение, в которых необходимо измерить r0, r45, r90, σ0. Тогда

a = 2− 2

√
r0r90

(1 + r0) (1 + r90)
, h =

√
r0 (1 + r90)

r90 (1 + r0)
(1.62)

Параметр p необходимо выразить какими-либо приближенным методом
из соотношения r45 = 2mσm0 / (∂F/∂σx + ∂F/∂σy)−1, где F есть левая часть
критерия текучести (1.59).
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В случае изотропии в плоскости критерий принимает вид

|X1 +X2|m + |X1 −X2|m + 2r |X2|m = (1 + r)σm0 ,

X1 =
σx + σy

2
, X2 =

√(
σx − σy

2

)2

+ σ2xy.

(1.63)

В отличие от квадратичного критерия Хилла, критерий Yld89 позво-
ляет описать уплощения поверхности текучести, имеющие место для тек-
стурированных металлических поликристаллов. Данный критерий не об-
ладает простыми выражениями ассоциированного закона пластического
течения. Для идентификации одного из параметров критерия в случае ор-
тотропии необходимо приближенное решение задачи. При r = 1, m = 2

критерий Yld89 переходит в критерий Мизеса.
Закон пластического течения, ассоциированный с критерием Yld89,

реализован в пакете программ LS-DYNAr под именем MAT_036.

1.2.6 Критерии Yld94 и Yld96 Барлата и критерий Karafillis и Boyce

Однородная шестиконстантная функция Yld94 [19] в простран-
ственной формулировке в случае совпадения главных осей тензора на-
пряжений с осями анизотропии имеет вид

α|X2 −X3|m + β|X3 −X1|m + γ|X1 −X2|m = 2σm0 , (1.64)

где 
X1

X2

X3

 =


c2+c3

3 −c3
3 −c2

3

−c3
3

c1+c3
3 −c1

3

−c2
3 −c1

3
c1+c2

3



σ1

σ2

σ3

 , (1.65)

а показатель степени m определяется так же, как и для Yld89.
Критерий Yld96 [20], предназначенный для плоского напряженно-

го состояния и произвольной ориентации главных осей тензора напря-
жений относительно осей анизотропии в плоскости листа, имеет ту же
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функцию текучести (1.64), компоненты X1, X2, X3 в которой определя-
ются выражениями

X1 =
1

2

(
X11 +X22 +

√
(X11 −X22)2 + 4X2

12

)
,

X2 =
1

2

(
X11 +X22 −

√
(X11 −X22)2 + 4X2

12

)
,

X3 =−X1 −X2 = −X11 −X22,

(1.66)

в которых компоненты вспомогательного тензора определяются выра-
жениями 

X11

X22

X33

X12


=


c2+c3

3 −c3
3 −c2

3 0

−c3
3

c1+c3
3 −c1

3 0

−c2
3 −c1

3
c1+c2

3 0

0 0 0 c4





σ11

σ22

0

σ12


. (1.67)

Данный критерий имеет семь констант и показатель степени m, опреде-
ляемый как для Yld89.

Закон пластического течения, ассоциированный с критерием Yld96,
реализован в пакете программ LS-DYNAr под именем MAT_033_96.

В 1993 году Karafillis и Boyce [23] для плоского напряженного со-
стояния предложили критерий на основе однородной функции степени
m вида

(1− c)φ1 + c
3m

2m−1 + 1
φ2 = 2σmu , (1.68)

где

φ1 = |X1 −X2|m + |X2 −X3|m + |X3 −X1|m, φ2 = |X1|m + |X2|m + |X3|m,

(1.69)
а компонентыX1, X2, X3 определяются выражениями (1.66), (1.67). Кри-
терий (1.68) содержит пять материальных констант.
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1.2.7 Критерий Барлата Yld2000-2d

В работе [21] был предложен восьмикоэффициентный критерий
для случая плоской ортотропии

φ′ + φ′′ = 2σmu , (1.70)

где

φ′ = |X ′1 −X ′2|m, φ′′ = |2X ′′2 +X ′′1 |m + |2X ′′1 +X ′′2 |m, (1.71)

а

X ′1 =
1

2

(
X ′11 +X ′22 +

√
(X ′11 −X ′22)2 + 4X ′212

)
,

X ′2 =
1

2

(
X ′11 +X ′22 −

√
(X ′11 −X ′22)2 + 4X ′212

)
,

(1.72)


X ′11

X ′22

X ′12

 =


c′11 c′12 0

c′21 c′22 0

0 0 c′33



s11

s22

s12

 ,


X ′′11

X ′′22

X ′′12

 =


c′′11 c′′12 0

c′′21 c′′22 0

0 0 c′′33



s11

s22

s12

 .

(1.73)
Критерий Yld2000-2d содержит восемь независимых констант,

определяемых из четырех экспериментов на одноосное и двухосное рас-
тяжение (дополнительно к набору измерений r0, r45, r90, σ0, σ45, σ90 бе-
рутся rb и σb). Данный критерий не обладает простыми выражениями
ассоциированного закона пластического течения. Закон пластического
течения, ассоциированный с критерием YLD2003, реализован в пакете
программ LS-DYNAr под именем MAT_133.

Следует заметить, что критерии Hill48 и Yld2000-2d продолжимы на
пространственный случай с условием независимости от среднего напря-
жения, а Hill93 и Yld89 — не продолжимы из-за отсутствия равноправия
по нормальным напряжениям.
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1.3 Критерии текучести с зависимостью от среднего напряжения

В настоящем разделе рассматриваются условия текучести, завися-
щие от среднего напряжения. Различные критерии подобного типа ха-
рактеризуются предельной кривой в полуплоскости {p, s ≥ 0}, где p =

−J1, J1 = σkk, s =
√
J ′2, J

′
2 = sijsij/2, sij = σij − J1δij, называемой диаграм-

мой Бужинского [8,29,30].

1.3.1 Ранние теории, обобщающие теорию Кулона

К началу XX века утвердился ряд теорий прочности, одна из которых
(третья) связывает предельное состояние с максимальными касательны-
ми напряжениями. Учет в рамках данной теории зависимости от среднего
напряжения может приводить к различным ее обобщениям.

В 1882 году Мор [31] предложил связать условие скольжения с
достижением критического значения максимальным значением линей-
ной комбинации касательного и нормального напряжений на матери-
альной площадке среди всех возможных ее ориентаций (на манер зако-
на трения Кулона [32], предложенного в 1776 году) tnτ − ktnn = c, где
tnτ = n · σ · τ , tnn = n · σ · n, где n, τ — единичная нормаль к плос-
кости и единичный вектор в плоскости. Решение данной задачи ведет к
критерию Кулона – Мора [33]

k
σ1 − σ3

2
+
√

1 + k2
σ1 + σ3

2
= c, (1.74)

где c > 0 называется коэффициентом сцепления, k > 0 — коэффициен-
том внутреннего трения, который может быть записан [33] через угол
внутреннего трения γ

σ1 − σ3
2

= c cos γ − sin γ
σ1 + σ3

2
, k = tg γ, (1.75)
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или
σ1 − aσ3 = 2b, a =

1− sin γ

1 + sin γ
, b =

c cos γ

1 + sin γ
, (1.76)

через инварианты s, σ = J1/3 и параметр Лоде µ = (2σ2 − σ1 − σ3)/(σ1 −

σ3), −1 ≤ µ ≤ 1
3− µ sin γ√

3(3 + µ2) sin γ
s = σ + ctg γ (1.77)

либо угол вида напряженного состояния ϑ,
√

3 tg ϑ = µ

s =

√
3√

3 cosϑ− sin γ sinϑ
(σ sin γ + c cos γ). (1.78)

В пространстве главных напряжений рассматриваемая поверхность те-
кучести представляет собой неправильную шестигранную пирамиду (на-
зываемую пирамидой Кулона – Мора). При k = 0 эта поверхность стано-
вится правильным шестигранником Треска. При k > 0 ассоциированный
с критерием Кулона – Мора закон пластического течения описывает пла-
стическое разрыхление ε̇pkk ∝ k > 0, обусловленное девиаторной частью
напряжений. Закон пластического течения, ассоциированный с критери-
ем Кулона – Мора, реализован в пакете программ LS-DYNAr под именем
MAT_173.

Другое обобщение критерия максимальных касательных напряже-
ний предложил в 1953 году Друкер, который учел в функции Треска ли-
нейную зависимость от среднего напряжения, что привело к поверхно-
сти текучести в виде правильной шестигранной пирамиды (называемой
пирамидой Треска – Кулона).

Условие Друкера и Прагера [34] 1952 года

s = β + αp, (1.79)

где α > 0, β > 0, предназначенное для описания текучести грунтов, пола-
гает предельную линию прямой, пересекающей ось s = 0 в точке p < 0,
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что позволяет описывать текучесть среды при всестороннем растяже-
нии и любых комбинированных напряженных состояниях, кроме имею-
щих направления, лежащие между оси всестороннего сжатия и предель-
ной линии, при которых допускается лишь идеальное упругое поведе-
ние. В пространстве главных напряжений условие (1.79) задает поверх-
ность правильного кругового конуса с осью p. В случае плоской деформа-
ции условие (1.79) сводится к критерию Кулона – Мора с параметрами
k = α/

√
1− 4α2/3, c = β/

√
1− 4α2/3. Ассоциированный с этим условием

закон пластического течения прогнозирует пластическое разрыхление —
рост объемного растяжения ε̇pkk = α

√
ėpij ė

p
ij/2, где ėpij = ε̇pij− ε̇

p
kkδij/3 при ро-

сте сдвиговых деформаций. Такое разрыхление есть частное проявление
более общего поведения — дилатансии — изменения объема, вызванно-
го простым сдвигом, открытой Рейнольдсом в 1885 году [35, 36]. Если в
металлах порообразование наблюдается при многократных циклических
нагружениях, то для грунтов это свойство является фундаментальным
и проявляется всегда [37]. Закон пластического течения, ассоциирован-
ный с критерием Друкера – Прагера, реализован в пакете программ LS-
DYNAr под именем MAT_193.

1.3.2 Кэп-модели

В работе [38] 1959 года Дженике и Шилд предложили замкнуть пи-
рамиду Треска – Кулона плоской «крышкой» (cap – англ.). Согласно их мо-
дели в недеформированном состоянии сцепление отсутствовало, но с уве-
личением гидростатического давления крышка и грани пирамиды раз-
двигались вдоль гидростатической оси (не изменяя угла трения), обеспе-
чивая появление и рост сцепления. В рамках ассоциированного закона
пластического течения точкам на боковой поверхности пирамиды соот-
ветствовало разрыхление, на крышке — уплотнение, а на их стыке могла
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существовать несжимаемость.
В работе [39] 1957 года Друкер с соавторами для учета пластиче-

ского уплотнения и более гибкого описания дилатансии (вплоть до ее
полного исчезновения) ограничили открытую часть конуса (1.79) пара-
болической крышкой

s = α− δ exp(−βp), s2/b2 + (p− c)2/a2 = 1, (1.80)

где α, β, δ, a, b, c — положительные константы, в результате чего поверх-
ность текучести приобрела ребро на стыке конуса и крышки. Деформа-
ционное упрочнение за счет уплотнения материала при его сжатии опи-
сывалось движением крышки в направлении сжимающего среднего на-
пряжения, при этом мерой уплотнения выступала накопленная объем-
ная пластическая деформация. Упругость в модели описывалась обоб-
щенным законом Гука, в котором модули объемной жесткости и сдвига
полагались функциями меры уплотнения.

Димаджио, Сандлером с соавторами [40–42] данная двухинвариант-
ная модель кэп-пластичности была существенно усовершенствована. Ли-
ния «разрушения» задается уравнением

f1(s, p) = s− F1(p) = 0, F1(p) = α + γp− δ exp(−βp), p < L(κ) (1.81)

где α, β, γ, δ — положительные константы; уравнение крышки имеет
вид

f2(s, p, κ) = s− F2(p, κ) = 0,

F2(p, κ) =
√

(X − L)2 − (p− L)2/R, L ≤ p ≤ X (1.82)

где R — константа. В (1.81),(1.82) L = L(κ), X = X(κ) — функции пара-
метра упрочнения κ, задающие отрезок на оси p, на котором располага-
ется крышка,

L(κ) = {κ, κ > 0; 0, κ ≤ 0}, X(κ) = L(κ) +RF1(L(κ)), (1.83)
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εpv = −ω(1− exp(−χ(X(κ)−X0))), εpv =

∫ t

0

ε̇pkkdt, (1.84)

где χ, ω,X0 — положительные константы. Ассоциированный с функция-
ми (1.81), (1.82) закон пластического течения ε̇pij = λ̇∂f1,2/∂σij при усло-
вии текучести прогнозирует различные виды дилатансии: пластическое
разрыхление ε̇pv = 3(γ + δβ exp(−βp))ėp > 0, где ėp =

√
2ėpij ė

p
ij, ė

p
ij =

ε̇pij − ε̇pkkδij/3 при p < L (течение на конической поверхности) и пласти-
ческое уплотнение ε̇pv = −3(p − L)ėp/(R2s) < 0 при L ≤ p ≤ X (течение
на эллиптической поверхности) при накоплении сдвиговых деформаций
ep =

∫ t
0 ė

pdt. Модель реализована в пакете программ LS-DYNAr под име-
нем MAT_025 [43].

1.3.3 Обобщения функции Хубера – Мизеса

Параллельно с моделями, имеющими составные предельные по-
верхности в пространстве главных напряжений, развивались гладкие
формулировки, существенно упрощающие алгоритмы численного реше-
ния задач. Сначала рассмотрим обобщения энергетической теории пре-
дельного состояния.

Шлейхер [1] в 1926 году учел зависимость от среднего напряжения
в теории предельного состояния, основанной на энергии формоизмене-
ния (октаэдрических касательных напряжений). С помощью зависимо-
сти τ(σ)

s =
√
κ+ λp− ςp2, (1.85)

где κ > 0, λ > 0 и ς = 3(1−2ν)
2(1+ν) , ν — коэффициент Пуассона, ему удалось

описать данные Бейкера и Кармана по текучести мрамора. Бужинский
предложил трехпараметрическую аппроксимацию зависимости от сред-
него напряжения:

s = κ− λp+ µp2, (1.86)
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где κ, λ, µ — материальные константы, которые можно подчинить дан-
ным испытаний на растяжение, сжатие и кручение. Надаи [44] принадле-
жит общая запись семейства критериев, обобщающих критерий Хубера
– Мизеса на материалы с зависимостью от среднего напряжения:

s = f(p), (1.87)

где f — произвольная функция.
Модель Грина [45]

3s2 + αp2 = δσ2u, (1.88)

предназначенная для описания пластичности пористых материалов и
популярная в порошковой металлургии, имеет эллиптический вид пре-
дельной кривой и в девиаторной плоскости, и в плоскости Бужинского.
В (1.88) σu — предел текучести материала при отсутствии пористости
η = vp/(vp + vm) = 0, где vp, vm — объем пор и материала в элементарном
объеме среды. Оценка несущей способности пористого материала при
сдвиге и гидростатическом давлении позволила вывести зависимость ко-
эффициентов функции текучести от параметра пористости

α =
1

4

9(1− η1/3)2

(3− 2η1/4)2 ln2 η
, δ =

9(1− η1/3)2

(3− 2η1/4)2
. (1.89)

Модель прогнозирует предел текучести при всестороннем растяжении,
не являющемся независимым от пределов текучести на сдвиг и гидро-
статическое сжатие.

В модели Гарсона – Твергарда – Нидлемана (GTN) [46–48] предло-
жен гладкий неэллиптический вариант критерия текучести с ассоцииро-
ванным законом пластического течения пористой среды (металлов вбли-
зи предельного состояния)

3

σ2u
s2 + 2ηq ch(

l

σu
σ)− (1 + (qη)2) = 0 (1.90)
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Двухпараметрическая функция текучести, зависящая от среднего напря-
жения и параметра пористости, построена Гарсоном [46] с помощью
верхней оценки предельного состояния сферической поры в жестко-
идеально-пластическом пространстве. Позже в модель было добавлено
уравнение эволюции параметра пористости [47,48] и еще один параметр
в функцию текучести. Модель GTN также присутствует в пакете программ
LS-DYNAr под именем MAT_120 [43]. В [49] Софронис и Макмекинг на
основе численного решения задачи о поре в ячейке среды со степенным
законом ползучести нашли, что результаты хорошо описываются эллип-
тической аппроксимацией предельной кривой с одним параметром. При-
менительно к порошковой металлургии гладкое кубическое условие те-
кучести, зависящее от двух первых инвариантов тензора напряжения,
предложено в работе [50]. Зависимость коэффициентов функции текуче-
сти от пористости аппроксимирована по данным базовых экспериментов,
для чего решены необходимые обратные задачи и получены ограниче-
ния, гарантирующие их разрешимость. В работе [51] гладкая двухинва-
риантная функция текучести аппроксимирована лемнискатой Бернулли.
Обзор множества других гладких двухинвариантных функций текучести
содержится в [8, 52, 53]. Авторы [54] для описания сложного нагруже-
ния порошковых материалов сформулировали квадратичное двухинва-
риантное условие пластичности с комбинированным упрочнением, где
за трансляцию поверхности текучести в девиаторной плоскости отвеча-
ет тензорный параметр пористости.

1.3.4 Функции текучести, зависящие от угла вида

Кроме кривой на плоскости Бужинского условие текучести харак-
теризуется контуром на девиаторной плоскости, описывающей зависи-
мость от третьего инварианта тензора напряжений. Существует множе-
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ство критериев с гладким предельным контуром в девиаторной плоско-
сти и гладким сопряжением конической и эллиптической частей поверх-
ности текучести, отсутствующим в кэп-моделях. Довольно гибкая модель
Швера и Мюррей [55] построена заменой функций f1 и f2 в (1.81) и (1.82)
на следующую

f(s, p, κ) = s2 − F 2
1 (p)F3(p, κ) = 0, (1.91)

где

F3(p, κ) =

1, p ≤ L

1− (p−L(κ))2
(X(κ)−L(κ))2 , p > L

(1.92)

Для учета зависимости от угла вида напряженного состояния ϑ критерий
(1.91) предложено модифицировать следующим образом:

f(s, p, ϑ, κ) = s2 − Λ(ϑ)F 2
1 (p)F3(p, κ) = 0, (1.93)

где Λ(ϑ) — гладкая материальная функция. Функция (1.93) аппроксими-
рует коническую часть поверхности текучести более гибко, чем это поз-
воляют конус Друкера – Прагера или пирамиды Кулона – Мора и Треска –
Кулона. Данная гладкая кэп-модель также присутствует в библиотеке мо-
делей материалов пакета программ LS-DYNAr под именем MAT_145 [43].

Другая гибкая формулировка вместе с численной реализацией ме-
тодом конечных элементов предложена Хоеи в [56] применительно к по-
рошковой металлургии. В [8,52,53] приведены подробные обзоры, вклю-
чающие многие другие модели дилатирующих уплотняемых сред с зави-
симостью от третьего инварианта. Модель Оттосена [57]

a
s2

σ2u
+ λ

s

σu
+ b

p

σu
= 1, λ = k1 cos(arccos(k2 sin 3ϑ)), (1.94)

использующая гладкую четырехпараметрическую аппроксимацию, акку-
ратно описывает предельное состояние бетона. Модель Эйлерса [58] для
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геоматериалов с постоянной пористостью

2s =

(
1 + η

1− η

) −m
m+1

(
1−

(
mη

(1− η1/m)m

) 2
m+1 ( p

2m

)2)1/2

(1.95)

имеет семь материальных параметров. Майнкен [59] учел в последней
эволюцию пористости√

(1− g sin 3ϑ)ms2 + αp2 + δp4 + βp+ εp2 = κ (1.96)

и существенно обобщил модель GTN пластического разрушения метал-
лов.

1.3.5 Неассоциированные законы

Для описания пластичности дилатирующих материалов также ис-
пользуются модели, не основанные на ассоциированном законе пласти-
ческого течения. Автор работы [60] использовал двухинвариантную фор-
мулировку модели Кэйси и Нагди с поверхностями текучести и нагруже-
ния в пространствах напряжений и полных деформаций для описания
пластичности пористых металлов. Обнаружено лучшее описание экспе-
риментальных данных для одноосного и всестороннего сжатия пористо-
го вольфрама по сравнению с моделями Грина и GTN. Ананд с совтора-
ми [61] использовали поверхность текучести, составленную из пирами-
ды Кулона – Мора и эллиптической крышки с неассоциированным зако-
ном пластического течения для описания дисторсии и ассоциированным
с эллиптической частью поверхности законом для уплотнения. Предло-
жены уравнения эволюции параметров упрочнения для каждого из двух
механизмов. Модель удовлетворительно описала процессы одноосного
и трехосного сжатия и кручения образцов порошка железа. Выполнена
численная реализация в виде пользовательской модели пакета программ
ABAQUSr, с помощью которой рассчитано прессование конической дета-
ли. Автор [62] применил двухинвариантные модели кэп-пластичности с
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неассоциированными законами пластического течения для моделирова-
ния локализации деформации в горных породах.

Обзор некоторых моделей порошковых материалов с предельными
кривыми-многогранниками есть в [54,63]. В [63] также собраны извест-
ные аппроксимации зависимости коэффициентов квадратичной функции
текучести от параметра пористости.
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1.4 Законы упрочнения

Учет деформационного, скоростного и температурного упрочнения
и разупрочнения в рамках моделей пластичности, предназначенных для
траекторий деформирования, мало отличающихся от прямолинейных,
может быть сделан, если предусмотреть зависимость напряжения тече-
ния σu от накопленной деформации, скорости деформации, температуры
и внутренних переменных. Общий вид закона упрочнения записывается
в виде σu = hα(εi, ε̇i, T ). В приведенных ниже формулировках константы
a, b, c, k, p, q, n,m и ε̇∗ полагаются уникальными для каждой функции hα и
материала.

Voce:
hV = a− b exp(−cεi); (1.97)

Swift [64]:
hS = a(b+ εni ); (1.98)

Johnson, Cook [65]:

hJC = a(b+ εni )

(
1 + p ln

ε̇i
ε̇∗

)(
1−

(
T

T∗

)q)
(1.99)

(в версии [66] зависимость от температуры в hJC следует учитывать в
виде 1 − Hm, H = (T − T0)/(T∗ − T0) при T ≥ T0, где T0 — температура
начала активации процесса пластического деформирования);

Schotten [67]:
hSc = aε̇m+bT

i exp(qT ); (1.100)

Grosman [67]:

hG = aεni exp(pεi)ε̇
m+bT
i exp(qT ); (1.101)

Khan, Liang (KHL) [68]:

hKHL = a

(
1 + bεni (1− c ln ε̇i)

k

(
T∗ − T
T∗ − T0

)p)(
T∗ − T
T∗ − T0

)q
ε̇mi ; (1.102)
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Zener, Hollomon [67]:

hZH = aZm, Z = exp

(
k

T

)
ε̇i; (1.103)

Sellars, Tegart, Garofalo (STG) [69]:

hSTG = a+ b arcsh

(
Zm

q

)
, Z = exp

(
k

T

)
ε̇i; (1.104)

Nemat-Nasser [66]:

hNN = a

(
1− b

(
ln
ε̇i
ε̇∗

+ lnϑ(εi, T )

)q)p
ϑ(εi, T ) + kεni ,

ϑ(εi, T ) = 1 + c

(
1−

(
T

T∗

)2
)
ε
1/2
i .

(1.105)

Hoff [66]:

hH = a(b+ εi)
n(T )ε̇

m(T )
i exp

(
k

T

)
,

n(T ) = n0 exp(−p(T − T0)), m(T ) = m0 exp(−q(T − T0));
(1.106)

Tong [67]:

hT = a exp(
k

T
)ε̇mi

(
1 + b exp

(
−q(εi − ε0)2

))
(1− c exp(−pεni )) . (1.107)

Другие варианты описания зависимости от скорости деформации,
температуры и микроструктуры можно встретить в работах [66, 67, 70,
71].

В работах [67, 69, 72–74] для некоторых алюминиевых и титано-
вых сплавов, а также сталей при повышенных температурах зафикси-
рована немонотонность диаграмм деформирования, объясняемая явле-
ниями динамического возврата, динамической рекристаллизации и дру-
гих трансформаций микроструктуры; там же можно встретить аналити-
ческие аппроксимации кривых деформирования с ниспадающими участ-
ками (одна из которых hT представлена выше).
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Отметим работу [75], посвященную формулировке широкодиапа-
зонных уравнений состояния для описания процесса ползучести метал-
лов, в которой среди прочего предлагается дробно-линейная форма зави-
симости напряжения течения от скорости деформации. Данная аппрок-
симация имеет качественную особенность — существование предельно-
го напряжения при неограниченном увеличении скорости деформации,
что имеет принципиальное значение для возможности описания концен-
трации скорости деформации вблизи поверхностей трения заготовки и
рабочего инструмента [76].
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1.5 Критерии вязкого разрушения

В отличие от механизма хрупкого разрушения, сценарий которого
подразумевает образование и рост трещин в местах концентрации напря-
жений, механизм вязкого разрушения сопровождается локализацией де-
формации и образованием и ростом микроповреждений. Данный меха-
низм реализуется в пластичных металлах, часто — при низких скоростях
деформаций и повышенных температурах (когда абсолютная темпера-
тура материала составляет более 0,3 температуры плавления). Поэтому
критерии вязкого разрушения как правило формулируются в деформаци-
ях, а вид напряженного состояния учитывается параметрически. Второй
главной особенностью рассматриваемого вида нагружения является его
наследственный характер, для учета которого вводятся внутренние мик-
роструктурные переменные (меры поврежденности), для которых фор-
мулируются эволюционные уравнения. Вязкое разрушение также назы-
вают «пластическим».

1.5.1 Несвязанные модели

Объект, допускающий наиболее полное экспериментальное иссле-
дование вязкого разрушения — плоский образец на одноосное или двух-
осное нагружение, вырезанный из пластины. Простейшим условием,
определяющим недопустимое развитие локализации деформации в пла-
стине, может быть критическая скорость утонения

ε̇3L
ε̇3B
≥ k (1.108)

в какой-либо точке L пластины по сравнению с точкой B. Однако это
условие оказывается нелокальным, что не экономично при проведении
расчетов. Кроме того, подобные условия оказываются неспособными
предсказать особенности поведения кривой предельного деформирова-
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ния вблизи оси равных главных деформаций. Поэтому далее будут рас-
сматриваться локальные критерии вязкого разрушения.

В данной главе под деформациями понимаются исключительно пла-
стические деформации. Введем обозначения: σu — напряжение течения
при одноосном растяжении, σi — интенсивность напряжений, σ — сред-
нее напряжение, σ1, σ2, σ3 — главные напряжения, σ3 ≤ σ2 ≤ σ1, s1, s2, s3
— главные значения девиатора напряжений, τm = 1

2 |σ1 − σ3| — макси-
мальное касательное напряжение, ε — средняя деформация, ε1, ε2, ε3 —
главные деформации, ε3 ≤ ε2 ≤ ε1, e1, e2, e3 — главные значения девиато-
ра деформаций, εi — интенсивность деформаций, ε— объемная деформа-
ция, εf — интенсивность деформаций в момент разрушения. Отношение
η = σ/σi называется параметром трехосности (или показателем жест-
кости напряженного состояния — в русскоязычной литературе). Внима-
ние далее будет ограничено процессами, сопровождающимися постоян-
ством ориентации главных осей тензора деформаций относительно ло-
кального объема пластины и траекториями изменения главных дефор-
маций в плоскости пластины, мало отличающимися от прямых (что при
пропорциональности изменения главных деформаций в плоскости пла-
стины имеет место даже при развитии локализации деформации). В та-
ком случае εi будет мало отличаться от деформации ∫ dεi

dl dl, накопленной
вдоль траектории процесса в плоскости главных деформаций, и именно
этот параметр будет далее использоваться при записи критериев вязкого
разрушения и законов упрочнения (хотя в расчетах рекомендуется ис-
пользовать накопленную деформацию).

Можно выделить критерии вязкого разрушения по механизму на-
копления повреждений, не связанные с уравнениями пластического те-
чения среды. Несвязанный критерий вязкого разрушения имеет вид∫ εf

0

gαdεi = Iα, (1.109)
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причем величина
D =

1

Iα

∫ εi

0

gαdεi (1.110)

имеет смысл поврежденности, а критерий (1.5.1) связан с критическим
накоплением повреждений, которому соответствует D = 1 и накоплен-
ная пластическая деформация εi = εf (критерий в записи (1.5.1) допуска-
ет траектории малой кривизны; траектории пропорционального дефор-
мирования при частных видах деформированного состояния допускают
конечную запись критерия разрушения). В приведенных ниже формули-
ровках константы a, b, c, k, p, q, n,m полагаются уникальными для каждой
функции gα и материала.

Clift, Freudental [77]:
gC = σi; (1.111)

Cockroft, Latham [78]:
gCL = σ1; (1.112)

Oh с соавторами [79]:
gOh =

σ1
σi

; (1.113)

Mc Clintock [80] (Fracture Forming Limit, FFL):

gMC = η; (1.114)

Rice, Tracey [81]:
gRT = ζ exp

(
3

2
η

)
, (1.115)

где ζ = 0,283 в рамках пластичности Мизеса, а ζ = 0,376 — в рамках
пластичности Треска;

Johnson, Cook [65]:

gBW = a+ b exp (kη) ; (1.116)

Wierzbicki, Bao [82]:

gJC = a exp (cη)− (a exp (cη)− b exp (kη)) (1− ξn)1/n , (1.117)
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где ξ = 27J ′3/(2σ
3
i ), J

′
3 = s1s2s3, — параметр вида напряженного состоя-

ния;
Bao, Wierzbicki [83]:

gBW = (a exp (kη) + b exp (mη)− c exp (nη)) θ2+

+ (a exp (kη)− b exp (mη)) θ + c exp (nη) ,
(1.118)

где θ = 1− 2
π arccos ξ — нормализованный угол вида напряженного состо-

яния, −1 ≤ θ ≤ 1;

Wilkins [82]:
gW =

1

(1− aσ)n
(2− ς)m , (1.119)

где ς = max {s2/s1, s2/s3} ;

Brozzo с соавторами [84]:

gB =
2σ1

3(σ1 − σ)
; (1.120)

Oyane с соавторами [85]:

gO = 1 + aη; (1.121)

Ko, Huh [86]:
gKH =

σ1
σi
〈1 + 3η〉 , (1.122)

где 〈x〉 = {1, x ≥ 0; 0, x < 0};

Lou с соавторами [87]:

gL =

(
2
τm
σi

)p〈
1

2
+

3

2
η

〉q
; (1.123)

Ghosh [88]:
gG = τmσ; (1.124)

Norris с соавторами [89]:

gN =
1

1− aσ
; (1.125)
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Atkins [90]:
gA =

1 + χ/2

1− aσ
, (1.126)

где χ = dε2/dε1.

Заметим, что для плоского напряженного состояния параметр η

оказывается зависимым с ξ, θ и ς.
Как правило, перечисленные выше критерии не являются чисто фе-

номенологическими и имеют обоснование механизмами генерации, ро-
ста и объединения пор, выполненное методами теории упругости, кото-
рое можно найти в указанных первоисточниках, а также [91]. Укажем
работы [77,82,84,87,92–97], посвященные обзору и экспериментальной
калибровке известных критериев вязкого разрушения, а также формули-
ровке оригинальных критериев.

В работах Аткинса и Мартинса с соавторами [98–101] показано, что
критерий Макклинтока в сочетании с анизотропным законом пластиче-
ского течения Hill48 порождает предельные прямые FFL и SFFL, описыва-
емые соответствующими уравнениями ε1 + ε2 = a и ε1− ε2 = b в плоскости
главных деформаций, отвечающими разрушению с ростом трещин отры-
ва или сдвига в плоскости и являющимися характеристиками материала.

Довольно популярная модель Джонсона – Кука вместе с ее обобще-
ниями присутствует в пакете программ LS-DYNAr под именами MAT_015
и MAT_107 [43].

1.5.2 Связанные модели

Модель Гарсона – Твергарда – Нидлемана. Наиболее извест-
ной связанной моделью накопления поврежденности по механизму ро-
ста сферических пор является модель Гарсона – Твергарда – Нидлема-
на (GTN) [102, 103], в которой критерий пластического течения Гарсо-
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на [104] (
σi
σu

)2

+ 2Dq cosh

(
3

2
l
σ

σu

)
− (1 + (qD)2) = 0 (1.127)

(q, l, σu — константы), учитывающий среднее напряжение σ и поврежден-
ность

D =

φ, φ ≤ φc

φc +K(φ− φc), φ > φc

K =
1/q − φc
φ∗ − φc

(1.128)

(φ — объемная плотность пор, φc, φ∗ — ее значения, соответствующие
началу взрывного роста и моменту разрушения), дополняется эволюци-
онными уравнениями для параметра пористости [102,105,106], модели-
рующими зарождение и рост пор, в том числе в условиях чистого сдвига
(последнее слагаемое),

φ̇ = (1− φ)ε̇+
a√
2πb

exp

(
−1

2

(
εi − c
b

)2
)
ε̇i + kφ(1− ξ2)s1e1 + s2e2 + s3e3

σi
,

(1.129)
где a, b, c, k — константы, ξ — параметр вида напряженного состояния.
Критерием вязкого разрушения выступает условие φ = φ∗ (или D =

1). Модель GTN присутствует в пакете программ LS-DYNAr под именем
MAT_120 [43].

Модель GISSMO. Связанная модель Generalized Incremental Stress
State Dependent Model (GISSMO) [107], предназначенная для описания
непропорционального деформирования, предлагает более тонкое описа-
ние эволюцию внутренних переменных, отвечающих за вязкое разруше-
ние:

φ̇ =
n

g(η)
φ1−1/nε̇i, ψ̇ =

n

h(η)
ψ1−1/nε̇i, (1.130)

рассматривая дополнительную переменную ψ — «меру нестабильности»,
причем тензор эффективных напряжений выражается в виде

Σ = (1−D)σ, (1.131)
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где

D =

0, ψ < 1(
φ−φc
1−φc

)m
, ψ ≥ 1

(1.132)

а тензор напряжений σ определяется из уравнений состояния.

Модель DIEM. Связанная модель Damage Initiation and Evolution
Model (DIEM) [108] использует несколько параметров поврежденности,
отвечающих независимым конкурирующим механизмам вязкого разру-
шения. Активизация j-го механизма происходит при достижении соот-
ветствующего индикаторного параметра ωj критической величины ωj =

1. Рост параметра подчиняется уравнению

ω̇j = gj(ε̇i, η)ε̇i, (1.133)

включение механизма накопления повреждений происходит по следую-
щему сценарию:

u̇j =

0, ωj < 1

lε̇i, ωj ≥ 1
, (1.134)

а эволюция накопления повреждений — согласно уравнению

Ḋj = hj(Dj, η)u̇j. (1.135)

Далее происходит композиция повреждений, например, согласно прави-
лу

D = 1−
∏
j

(1−Dj) (1.136)

и вычисление эффективного напряжения по (1.131).
Учесть связанность типа GISSMO или DIEM для любой несвязанной

модели пластического разрушения в пакете программ LS-DYNAr можно
с помощью опции *MAT_ADD_EROSION [43].
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1.5.3 Об анизотропной поврежденности

Процессы развития поврежденности при обработке давлением ли-
стовых заготовок могут существенно зависеть от исходной анизотропии
механических свойств листа (например, в направлении проката и в по-
перечном направлении). Анизотропия поврежденности подтверждается
экспериментально и особенно проявляется при непропорциональных на-
гружениях [109]. В связи с указанным обстоятельством получили раз-
витие модели анизотропной поврежденности, в частности, применитель-
но к построению предельной диаграммы деформирования при обработке
давлением анизотропной металлической пластинки по критерию наступ-
ления неустойчивости деформирования вследствие накопления повре-
жденности [110]. Более общие связанные теории поврежденности ани-
зотропных материалов, использующие концепции суммирования повре-
ждений и эффективных напряжений, заложенные Качановым и Работно-
вым [111, 112], можно найти в работах [113–119]. В англоязычных ис-
точниках механика деформирования твердых тел с учетом накопления
повреждений называется „damage mechanics“.

1.5.4 Учет температуры и скорости деформации

В моделях вязкого разрушения, представленных выше, внимание
было сосредоточено на зависимости критериальной функции от тензо-
ра напряжений. Практика учета зависимости от скорости деформаций и
температуры заключается в модификации этой функции ḡα = gαζα(ε̇i, T ).

Например, для критерия Джонсона – Кука его авторами [65] предложено

ζJC =

(
1 + l ln

ε̇i
ε̇∗

)(
1 + k

T

T∗

)
, (1.137)

где l, k, ε̇∗ — константы, T∗ — температура плавления. Другой вариант
учета зависимости от температуры предлагает вместо гомологической
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температуры T/T∗ в выражении (1.137) рассматривать функцию {0, T <

T0; (T − T0)/(T∗ − T0), T0 ≤ T < T∗; 1, T ≥ T∗}, где T0 — температура
начала активации механизма разрушения.

1.5.5 Метод Марциньяка – Кучинского

Среди различных теорий, позволяющих получить предельные де-
формации листового металла в зависимости от его пластических свойств,
критерия вязкого разрушения и условий нагружения (см. [64, 120–122]
и обсуждение в [25]), достаточно гибкий инструмент представляет схе-
ма, предложенная Марциньяком и Кучинским [120]. Моделируется двух-
осное растяжение образца в виде пластины с двумя зонами (рис. 1.1) —
толстойB (Basic) и тонкойL (Localized), разделенными прямолинейными
границами. Направлению, перпендикулярному границам раздела, будет
присвоен индекс 1, и оно будет соответствовать наибольшей деформации
ε1 > 0. Направлению, продольному данным границам, сопоставлен ин-
декс 2, а направлению, перпендикулярному плоскости пластины, — ин-
декс 3. Предполагается, что в испытании контролируются деформации
ε1B и ε2B. Принимается, что

а) в канавке и вне ее пластинка находится в различных однородных
напряженно-деформированных состояниях;

б) плоское напряженное состояние в обеих областях;
в) деформации в направлении вдоль канавки в областяхB иL равны

(нет утонения пластинки по ширине):

ε2B = ε2L; (1.138)

г) главные оси тензора напряжений в обеих областях совпадают с
направлениями вдоль и поперек канавки;
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Рис. 1.1. Схема образца Марциньяка – Кучинского

д) в области B имеет место пропорциональное нагружение, то есть

dσ1B
σ1B

=
dσ2B
σ2B

. (1.139)

е) выполнено условие равновесия сил:

tBσ1B = tLσ1L, (1.140)

где t — толщина пластины.
В модели можно выделить три следующих важных элемента.
1. Условие пластического течения F (σ, σu) = 0. Принимается ассо-

циированный закон пластического течения

ε̇ = λ̇
∂F (σ, σu)

∂σ
. (1.141)

Рассматриваются энергетически сопряженные меры интенсивности на-
пряжений σi и интенсивности приращения деформаций (dε)i, которые
определяются равенством dA = σ : dε = σidεi, в котором использова-
но, что при пропорциональном изменении компонент деформаций будет
(dε)i = dεi.
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2. Закон упрочнения или разупрочнения, то есть изменение σu в за-
висимости от накопленной деформации, скорости деформации, темпера-
туры или внутренних переменных состояния, описывающих эволюцию
микроструктуры.

3. Условие возникновения дефекта (критерий вязкого разрушения),
при котором точка с координатами (ε2B, ε1B) отмечается как точка, при-
надлежащая кривой предельного деформирования.

В области шейки обычно задают меньшую начальную толщину, чем
вне ее. Но можно задать ту же начальную толщину и иные пластические
свойства материала в шейке или задать повышенную начальную повре-
жденность материала, если используется модель материала с поврежден-
ностью. Для нахождения кривой предельного деформирования задают
характер нагружения χB = σ2B/σ1B, затем находится точка на этой кри-
вой, одна для каждого значения χB. Для нахождения кривой предельного
деформирования можно применять итерационный алгоритм, в котором
фигурируют следующие два уравнения.

Первое уравнение

dε1B =
dε1L
ρB

(
∂F (σ1L, σ2L)

∂σ2L

)/(∂F (σ1L, σ2L)

∂σ1L

)
(1.142)

следует из ассоциированного закона течения

dε1L
dε2

=

(
∂F (σ1L, σ2L)

∂σ1L

)/(∂F (σ1L, σ2L)

∂σ2L

)
с учетом обозначения

ρB =
dε2
dε1B

.

Если условие пластического течения есть однородная функция тен-
зора напряжений (что верно почти для всех широко используемых усло-
вий), то отношение производных в (1.142) выражается через χB. Напри-
мер при использовании трансверсально изотропного условия пластиче-
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ского течения Хилла (1.22), (1.142) примет вид

dε1B =
dε1L
ρB

(1 + r)χL − r
1 + r − rχL

, (1.143)

где r — параметр анизотропии.
Второе уравнение следует из уравнения равновесия сил (1.140) с

учетом определения деформаций

σ1B = f0 exp (ε3L − dε1L − ε3B + dε1B)σ1L, (1.144)

где f0 = t0L/t0B — начальное отношение толщин. Здесь также приня-
та малость приращений компонент деформаций и использовано условие
несжимаемости dε1+dε2+dε3 = 0.Обозначим величины φα = σiα/σ1α, βα =

εiα/ε1α при α = {B,L}. Используя закон упрочнения, можно исключить
из уравнения (1.144) σ1B и σ1L, и тогда в нем будут участвовать только
деформации и безразмерные величины χα, φα, ρα, βα при α = {B,L}. На-
пример, если использовать степенной закон упрочнения σi = k (ε0 + εi)

n,
то (1.144) примет вид

dε1B =
1

βB

(
φB
φL
f0 exp (ε3L − dε1L − ε3B + dε1B)

)1/n

· (ε0 + εiL + βLdε1L)− εiB + ε0
βL

. (1.145)

Итерационный алгоритм выглядит следующим образом (по версии
[68], модифицированной в настоящей работе).

1. Задаётся χB = σ2B/σ1B.

2. Решением (1.143), (1.145) определяются значения деформаций,
при которых материал в обеих областях перейдет в пластическое состо-
яние. Рассматривается развитое пластическое течение, поэтому высокая
точность для этого шага не нужна.

3. Задаётся некоторое малое конечное приращение деформации
dε1L в области L.
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4. С использованием условия пластического течения и ассоцииро-
ванного закона течения находятся значения ρB, , φB и βB = (1+χBρB)/φB.

Параметры ρL, φL, βL выражаются через dε1B, dε1L, χL. ρL = ρBdε1B/dε1L,

φL находятся с использованием условия пластического течения и соотно-
шения βL = (1 + χLρL)/φL.

5. Оставшиеся две неизвестные величины χL и dε1B определяются
из решения уравнений (1.142),(1.144).

6. Вычисляются новые значения деформаций.
7. Проверяется выполнение критерия вязкого разрушения. Если

условие не выполняется, то переходим к пункту 3.

8. Отмечается точка кривой предельного деформирования (ε2B, ε1B).

9. Повторяется выполнение алгоритма пункта 1 с другими значе-
ниями χB для получения необходимого числа точек кривой предельного
деформирования.

Для моделей, в особенности рассматривающих повреждаемость,
здесь была реализована другая численная реализация схемы Марцинья-
ка – Кучинского, основанная на решении системы дифференциальных
уравнений модели, записанных в нормальной форме Коши, стандартны-
ми средствами пакета Wolfram Mathematicar.

Данная схема многократно использована и модифицирована для
теоретического исследования особенностей предельных кривых в зави-
симости от различных специальных критериев текучести, законов упроч-
нения и критериев вязкого разрушения [68,98,123–146].

52



1.6 Задачи к главе 1

1. Построить на девиаторной плоскости контуры текучести соглас-
но критериям Треска, Мизеса и Ишлинского – Ивлева, подчиняя един-
ственный параметр этих критериев испытанию на одноосное растяже-
ние. Найти отношение пределов текучести при чистом сдвиге и одно-
осном растяжении, предсказываемое каждым из критериев. Евклидову
норму в девиаторной плоскости ввести с помощью интенсивности напря-
жений σi =

√
3
2sklskl.

2. Найти значения параметров трехосности η и Лоде µ для напря-
женных состояний, отвечающих свободному одноосному растяжению
цилиндра, свободному одноосному сжатию цилиндра, стесненному одно-
осному сжатию цилиндра, двухосному растяжению пластины, чистому
сдвигу при кручении тонкостенной трубки и осадки параллелепипеда в
канале.

3. Получить выражения для σα — предела текучести rα — коэффици-
ента анизотропии при одноосном растяжении полосы, вырезанной из ли-
ста под углом α к направлению прокатки, для критерия текучести Hill48.

4. Получить выражения для σα — предела текучести rα — коэффици-
ента анизотропии при одноосном растяжении полосы, вырезанной из ли-
ста под углом α к направлению прокатки, для критерия текучести Hill90.

5. Получить и проанализировать зависимость σ0/σ90 от r0/r90 для
критериев текучести Hill48, Hill79, Hill90 и Hill93 на предмет возможно-
сти описания аномалии анизотропии второго типа в листовых материа-
лах.

6. Получить и проанализировать зависимость σu/σb от r для кри-
териев текучести Hill48, Hill79, Hill90 и Hill93 в случае изотропии пла-
стических свойств в плоскости листа на предмет возможности описания
аномалии анизотропии первого типа.
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8. Исследовать экстремумы функции σα(α) на отрезке [0, π/2] в зави-
симости от констант критерия текучести Hill48 для листового материала.

9. Определить плоскости и направления в этих плоскостях, на ко-
торых достигаются максимальные значения комбинации касательного и
нормального напряжений tnτ − µtnn, где tnτ = n · σ · τ , tnn = n · σ · n,

n, τ — единичная нормаль к плоскости и единичный вектор в плоско-
сти. Привести maxn,τ (tnτ − µtnn) к левой части критерия Кулона – Мора
(1.74). Оригинальное решение этой задачи, принодлежащее Мору [31],
приведено во многих учебниках и монографиях (например в [44]).

10. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами испы-
тания цилиндрического образца на всестороннее сжатие в камере вы-
сокого давления. Считать известными после каждого испытания с рабо-
чим давлением из заданного ряда необратимое относительное изменение
объема образца.

11. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами испы-
тания цилиндрического образца на поперечное сжатие с фиксированны-
ми концами. Считать известными ряд давлений и соответствующих необ-
ратимых относительных изменений объема образца. Указания: а) после-
довательно определить компоненты тензора напряжений, его шаровой и
девиаторной составляющих, второй инвариант девиатора, записать кри-
терий текучести, б) записать соотношения ассоциированного закона пла-
стического течения ε̇pij = λ̇(R2sij−2(p−L)δij), в) учесть заданное кинема-
тическое ограничение, получить связь компонент тензора напряжений и
применить к критерию текучести.

12. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
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Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами ис-
пытания цилиндрического образца на трехосное сжатие по схеме Кар-
мана. Считать известными ряд осевых сжимающих напряжений и боко-
вых давлений, изменяющихся пропорционально, а также соответствую-
щих необратимых относительных изменений объема образца, осевых и
поперечных деформаций. Положить, что боковое давление превосходит
осевое напряжение по абсолютной величине. Учесть указания (а),(б) к
предыдущей задаче, получить из уравнений отношения скоростей дефор-
маций, которые связать с отношениями указанных выше деформаций.

13. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами испы-
тания цилиндрического образца на свободное сжатие. Считать известны-
ми ряд осевых напряжений, а также соответствующих необратимых от-
носительных изменений объема образца, осевых и поперечных деформа-
ций. Учесть указания (а),(б) к задаче 11, получить из уравнений отноше-
ния скоростей деформаций, которые связать с отношениями указанных
выше деформаций.

14. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие конической части поверхно-
сти текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами испы-
тания при растяжении тонкого кольца полудисками. Учесть указание
(а) к задаче 6. Получить из уравнений закона пластического течения
ε̇pij = λ̇(sij/s + 2F ′1δij) отношения скоростей окружных и радиальных де-
формаций, а также окружных и объемных деформаций, которые связать
с отношениями соответствующих деформаций, регистрируемых в экспе-
рименте. Получить из соотношений модели отношение деформаций по
толщине и ширине кольца. Получить из соотношений модели условие
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стыковки конической части поверхности текучести с эллиптической ча-
стью в точке экстремума.

15. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами ис-
пытания цилиндрического образца на стесненное сжатие. Считать из-
вестными ряд осевых напряжений, а также соответствующих необрати-
мых относительных изменений объема образца или осевых деформаций.
Учесть указания (а)–(в) к задаче 11, получить связь осевого напряжения
с константами и функциями модели, вытекающую из условия текучести.

16. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами испы-
тания цилиндрического образца на сжатие в упругой цилиндрической
оболочке. Считать, что тангенциальная деформация образца ε11 измеря-
ется тензодатчиком, приклеенным к упругой оболочке, и связана с со-
ответствующим напряжением σ11 соотношением безмоментной теории
упругих оболочек

ε11 =
a

h

σ11
E
, (1.146)

где a, h — радиус и толщина цилиндрической оболочки, E — модуль Юн-
га ее материала. Получить из ассоциированного закона пластического те-
чения с учетом (1.146) выражение для отношения приращений осевой и
тангенциальной деформаций образца через осевое и тангенциальное на-
пряжения.

17. Получить соотношения, связывающие параметры кэп-модели
Димаджио – Сендлера, соответствующие эллиптической крышке поверх-
ности текучести, с контролируемыми и измеряемыми величинами испы-
тания параллелепипеда сжатием в канале. Считая известными сжимаю-
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щую и поперечную компоненты деформаций образца в последователь-
ные моменты времени, выразить отношение их скоростей из ассоцииро-
ванного закона течения, руководствуясь указаниями (а)–(в) к задаче 11.
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ГЛАВА 2. УСТАЛОСТНОЕ РАЗРУШЕНИЕ

В данной главе речь пойдёт о металлах. Моделирование усталост-
ного разрушения композитов, дерева, горных пород и т.д. имеет опреде-
лённые особенности, которые не будут здесь обсуждаться.

За период 1927–1987 гг. зарегистрировано 1885 аварий самолетов и
вертолетов, вызванных усталостным разрушением и повлекших за собой
2240 смертей [147]. За последующие годы благодаря развитию науки об
усталостном разрушении и её инженерной практике ресурс летательных
аппаратов был увеличен примерно в 70 раз, и аварии в результате уста-
лостного разрушения теперь являют собой единичные случаи.

Что же из себя представляет наука об усталостном разрушении?
Здесь мы попробуем дать краткий ответ на этот вопрос.
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2.1 Введение

Детали машин начали использоваться в режиме немонотонной на-
грузки, начиная со времен промышленной революции. Длительная экс-
плуатация этих деталей приводила к поломке, несмотря на то что рабо-
чие напряжения ниже статического предела прочности. Этот феномен
был назван усталостным разрушением (eng. fatigue), он был особенно
загадочен для инженеров XIX века, так как поломке не предшествовали
никакие внешние проявления вплоть до самых последних стадий разру-
шения.

Первые выдающиеся результаты на тему усталостного разрушения
получил немецкий инженер Август Вёлер в 1858–1870 годах, изучая уста-
лостное разрушение железнодорожных осей [148]. Вёлер сделал четыре
важных вывода:

1. Разрушение может быть вызвано многочисленным повторением на-
грузок, каждая из которых ниже статического предела прочности.

2. Амплитуды повторяющихся нагрузок играют решающую роль в
процессе усталостного разрушения. Чем больше амплитуды, тем быст-
рее произойдет разрушение.

3. Среднее напряжение нагрузки наряду с амплитудой нагрузки влия-
ет на скорость усталостного разрушения. Чем больше среднее напряже-
ние, тем быстрее произойдет разрушение.

4. Небольшие изменения амплитуды нагрузки приводит к сильному
изменению времени жизни. Существует граница амплитуды, ниже ко-
торой разрушение не наблюдается (такую границу называют пределом
выносливости).
Про историю развития науки об усталостном разрушении можно почи-
тать в [149].
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2.1.1 Факторы усталостного разрушения

Основными факторами, влияющими на усталостное разрушение де-
тали являются:

1. Наличие концентраторов напряжений. Общеизвестный факт, что
подавляющее большинство усталостных трещин образуются в концен-
траторах напряжений.

2. Размер зерна, а также химический и фазовый составы [150, 151]
сплава из которого изготовлена деталь. Причём для большинства метал-
лов, меньший размер зерна значительно увеличивает время жизни при
многоцикловой усталости, однако при высоких амплитудах нагрузки, об-
разцы с большим размером зерна зачастую выдерживают большее число
циклов [152–156].

3. Способ изготовления детали. Так, образцы, изготовленные с помо-
щью ковки или штамповки, показывают лучшую усталостною долговеч-
ность чем литые [157]. В свою очередь аддитивно произведенные образ-
цы могут показывать как хорошую усталостную долговечность, так и низ-
кую, в зависимости от способа наплавки и оборудования [158].

4. Качество поверхности детали. Снижение шероховатости поверхно-
сти может увеличить число циклов до разрушения в разы [159,160].

5. Дополнительная обработка детали. Чтобы увеличить время жизни
готовой детали, её могут подвергать различным поверхностным обработ-
кам, таким как обдувка дробью, выглаживание, цементация, азотирова-
ние, лазерная обработка.

2.1.2 Типы истории нагружения и спектр нагружения

Немонотонную нагрузку, распределенную во времени, называют ис-
торией нагружения. Историей нагружения может быть как нагрузка де-
тали в реальной эксплуатации, так и программно заданная нагрузка в
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а

б

в
Рис. 2.1. Немонотонная нагрузка различных типов: а — нагрузка с постоянной ампли-
тудой: на практике схожее нагружение может испытывать, например, деталь электро-
двигателя; б — нагружение детали подвески автомобиля, случайное нагружение; в —
нагружение подвески авиадвигателя за время одного полета, нагружение со сложной
историей
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лабораторных испытаниях. История нагружения состоит из отдельных
циклов которые имеют либо постоянную амплитуду (рис.2.1,а), либо пе-
ременную амплитуду. В первом случае нагрузку называют регулярной, а
во втором — нерегулярной. Последний случай подразделяется на случай-
ную нагрузку (рис.2.1,б) и нагружение со сложной историей (рис.2.1,в).

Нагрузка с постоянной амплитудой является стандартным экспери-
ментом на усталостную прочность. Она привлекательна удобством экс-
периментальной реализации, а также простотой интерпретации резуль-
татов таких экспериментов. Такая нагрузка (см. рис.2.1,а) определяется
двумя параметрами: амплитудой σa и средним напряжением σm

1, либо
максимальным σmax и минимальным σmin напряжениями. Эти пары пара-
метров связаны соотношениями σa = (σmax−σmin)/2, σcp = (σmax+σmin)/2,
кроме того, выделяют коэффициент асимметрии цикла R = σmin/σmax.
Циклы c R = −1 называют симметричными, а циклы с R = 0 — отну-

левыми.
Спектр нагружения является одной из характеристик истории на-

гружения. Он представляет собой диаграмму с амплитудой2 цикла σa по
вертикальной оси и числом циклов, превышающих данную амплитуду (в
истории нагружения) по горизонтальной оси. Чтобы найти спектр нагру-
жения необходимо:

1. Схематизировать3 историю нагружения.
2. Отсортировать полученные циклы по убыванию амплитуды σa i, i =

1..n (примем за n число различных значений амплитуды), указывая число
циклов Ni для каждого уровня амплитуды.

3. Отметить точки с координатами
{

i∑
k=1

Nk, σa i

}
, i = 1..n на диаграм-

ме спектра. i-я точка показывает, сколько в истории нагружения было
1„m“ от слова mean’ — средний.
2Вместо σa иногда используют максимальные напряжения σmax.
3То есть разобрать историю нагружения на отдельные циклы, алгоритмы схематизации приведены

ниже — в подразделе 2.2.4
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б

в
Рис. 2.2. Нахождение спектра нагружения: a — пример истории нагружения; б — cхе-
матизация истории нагружения изображенной на а; в — cпектр нагружения истории
нагружения изображенной на a 63



циклов с амплитудой большей либо равной σa i. Для удобства отображе-
ния эти точки можно соединить прямыми или аппроксимировать кри-
вой.

Приведем пример построения спектра истории нагружения, изоб-
раженной на рис. 2.2,а. В результате схематизации истории нагружения,
получится набор из 79 циклов с 10 различными значениями амплитуд
σa i, i = 1..10. Числа Ni циклов, имеющих амплитуду σa i, i = 1..10, изоб-
ражены на гистограмме рис. 2.2,б, среднее напряжение всех циклов нуле-
вое: σm = 0. Подсчитав суммы в пункте №3 алгоритма, можно отметить
10 точек на диаграмме спектра рис. 2.2,в. Стоит отметить что при схема-
тизации истории нагружения полученные циклы могут иметь не только
различные амплитуды, но и различные коэффициенты асимметрии цик-
ла4 R. Как правило, в этом случае найденные циклы приводят к эквива-
лентным отнулевым (R = 0) циклам5 и уже по ним строят спектр.

Спектр нагружения не является исчерпывающей характеристикой
истории нагружения, но для многих методов оценки времени жизни, его
достаточно.

Спектром нагружения часто называют просто набор циклов(набор
пар значений σa i, σmi), полученный в результате схематизации истории
нагружения. Иногда, по мнению авторов ошибочно, спектром нагруже-
ния называют саму историю нагружения.

2.1.3 Диаграмма Вёлера и типы усталости

Август Вёлер спроектировал первые экспериментальные маши-
ны для усталостных испытаний стержней: вращательно-изгибающую и
растягивающе-изгибающую. Эти машины реализовывали циклическую
нагрузку с постоянными амплитудой и средним напряжением. Экспери-

4В примере рис.2.2,a ситуация проще, там все циклы имеют одинаковое значение R = −1.
5О сведении к отнулевому циклу см. подраздел 2.2.3.
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ментально полученные числа циклов до разрушения образцов при раз-
личных амплитудах и средних напряжениях Вёлер записывал в виде таб-
лиц. Позже подобные данные стали наносить на диаграмму, по горизон-
тальной оси откладывая число циклов до разрушения(обычно в логариф-
мическом масштабе), а по вертикальной — амплитуду повторяющейся
нагрузки. Такие диаграммы называют диаграммами Вёлера (eng. Wöhler
diagram или S–N diagram), кривые на таких диаграммах называют кри-
выми Вёлера или кривыми усталости (Wöhler curve или S–N curve).

Пример диаграммы Вёлера для подшипниковой стали приведен на
рис. 2.3. На одной диаграмме может быть изображено несколько кри-
вых Вёлера для различных значений коэффициента асимметрии циклов
R (рис.2.4). Каждая точка на диаграмме Вёлера соответствует результа-
ту испытания (число циклов до разрушения) на нагрузке с постоянной
амплитудой (см. рис.2.1,a). Если количество экспериментальных точек
достаточно велико, то по ним можно провести кривую Вёлера. Условно
говоря, деталь сломается заN циклов с амплитудой σa, если точка с таки-
ми координатами {N, σa} лежит выше кривой Вёлера а если лежит ниже
— то не сломается.

Различают малоцикловую усталость (МЦУ, eng. Low Cycle Fatigue
или LCF) и многоцикловую усталость (МнЦУ, eng. High Cycle Fatigue или
HCF). В случае малоцикловой усталости в материале происходят макро-

скопические пластические деформации на каждом цикле (рис.2.5,a). Та-
кой тип усталости обычно наблюдается вблизи концентраторов напря-
жений: отверстий, углов, заклёпочных или болтовых соединений и т.д.
Количество циклов до разрушения имеет приблизительный диапазон в
10 − 104 циклов. МЦУ соответствует левый участок кривой Вёлера (см.
рис. 2.3).

В случае многоцикловой усталости поведение материала упругое
(рис.2.5,б), однако может наблюдаться микропластичность, то есть пла-
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Рис. 2.3. Диаграмма Вёлера (R = −1) для подшипниковой стали JIS SUJ2 в широких
пределах числа циклов. Экспериментальные данные взяты из [161]

стические деформации в отдельных зернах металла, не заметные на мак-
роуровне. МнЦУ реализуется вблизи слабых концентраторов напряже-
ний или при низких, относительно малоциклововй усталости, рабочих
нагрузках. В области МнЦУ находится предел выносливости6. Диапазон
циклов до разрушения составляет примерно 104−108. МнЦУ соответству-
ет участок кривой Вёлера, лежащий правее МЦУ (см. рис. 2.3). На мно-
гоцикловую усталость, качество обработки поверхности влияет намного
сильнее чем на малоцикловую.

В обоих случаях МЦУ и МнЦУ, разрушение, как правило7, начина-
ется с поверхности, поэтому также выделяют гигацикловую усталость

(eng. gigacycle fatigue). В этом случае, макротрещина начинает зарож-
даться изнутри, около дефекта или включения, а количество циклов до

6О пределе выносливости см. подраздел 2.1.4.
7Разрушение может начаться изнутри при МнЦУ и МЦУ если материал значительно неоднороден, на-

пример в случае сварного шва, либо если дефект или включение в объеме материала имеют большой
размер,например, кусочек шлака в стали или иной брак.

66



Рис. 2.4. Диаграмма Вёлера для чугуна EN-GJV-450. Изображены четыре кривые Вёле-
ра для различных коэффициентов асимметрии циклического нагружения, эксперимен-
тальные данные (точки) взяты из [162], линии есть результат модели из раздела 2.6
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а б

Рис. 2.5. σ − ε диаграммы установившегося симметричного цикла при МЦУ(a) и Mн-
ЦУ(б). На сплошных участках цикла поведение материала упругое, а на пунктирных
происходит пластическая деформация

разрушения обычно превышает 108. Пример: разрушение обшивки са-
молета под действием звуковой нагрузки. Участок кривой Вёлера, соот-
ветствующий гигацикловой усталости, лежит справа (рис.2.3). Если, ко-
нечно, диаграмма Вёлера продолжена на такие высокие значения числа
цикловN , например на диаграмме Вёлера с рис.2.4, нет области гигацик-
ловой усталости. В большинстве случаев, участок гигацикловой устало-
сти не строится, потому что с одной стороны, экспериментально достичь
столь высоких N затруднительно (это либо требует неадекватно долгих
экспериментов либо специфического оборудования), а с другой стороны,
детали нечасто испытывают настолько большое число циклов за время
эксплуатации.
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2.1.4 Предел выносливости и диаграмма Хейга(Гудмана)

На рис. 2.4 заметно, что кривые Вёлера с увеличением числа цик-
лов N стремятся к некоторому пределу. Это же можно увидеть на рис.
2.3, если исключить из рассмотрения гигацикловую усталость8: в обла-
сти МнЦУ кривая Вёлера выходит на константу. Это означает, что при
нагрузках с амплитудой ниже некоторого предела, деталь не сломается
«никогда»9. Этот предел называют пределом выносливости или преде-
лом усталости (eng. endurance limit или fatigue limit). Предел выносливо-
сти различен для различных значений коэффициента асимметрии цикла
R и обозначается как σR. Так, σ−1 есть предел выносливости при симмет-
ричном циклировании, σ0 — при отнулевом, a σ1 это статический предел
прочности.

Для того чтобы отобразить предел выносливости σR сразу для всех
значенийR, используют диаграмму Хейга (eng. Haigh diagram) (рис.2.6),
где по горизонтальной оси откладывается среднее напряжение σm, а по
вертикальной — амплитуда σa. Если точка лежит ниже кривой на диа-
грамме Хейга, то деталь, подверженная регулярному нагружению с та-
кими σa и σm, не разрушится «никогда», а если выше, то разрушится за
конечное число циклов.

В качестве альтернативы диаграмме Хейга иногда встречается,
очень на нее похожая диаграмма Гудмана (eng. Goodman diagram). На ней
вместо амплитуды цикла σa по вертикальной оси откладывается макси-
мальное напряжение цикла σmax.

Для экспериментального определения предела выносливости ис-
пользуют итерационный метод лестницы (eng. staircase method) [163].
Для этого сначала выбирают: коэффициент асимметрии цикла R, для ко-

8В большинстве случаев детали при реальной эксплуатации не испытывают настолько высокое число
циклов нагрузки.

9Понятие «никогда» может быть различным для разных деталей. Обычно это от 5 · 106 до 108 циклов.
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Рис. 2.6. Диаграмма Хейга для чугуна EN_GJV_450. Экспериментальные данные (точки)
взяты из [162], точки соединены линиями для удобства отображения

торого ищется предел выносливости σR; число циклов N∞, после которо-
го испытание образца прекращается, и образец считается неразрушив-
шимся (обычно это 5 · 106—108 циклов); стартовое значение предела вы-
носливости σ0R (желательно близкое к действительному); шаг изменения
амплитуды испытания ∆σa. А сам алгоритм метода лестницы выглядит
так:

1. Присвоить текущей амплитуде испытания σcura стартовое значение
σ0R, то есть σcura := σ0R(знаком «:=» обозначена операция присваивания).

2. Провести испытание образца при амплитуде σcura .
3. Если образец разрушился, то снизить текущую амплитуду: σcura :=

σcura − ∆σa, а если не разрушился, то увеличить текущую амплитуду:
σcura := σcura + ∆σa.

4. Записать результат испытания(разрушился/не разрушился) и ам-
плитуду σcura , при которой происходило испытание, а затем вернуться к
пункту 2. Один цикл из пунктов 2→ 3→ 4 назовем шагом. Сделать нуж-
ное число шагов, в зависимости от требуемой точности.
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5. С этого пункта начинается подсчет предела выносливости σR по ре-
зультатам испытаний. Для этого нужно сначала отбросить результаты
первых m − 2 шагов, где m есть номер шага, на котором сменилось на-

правление изменения σcura . Например, если первые m − 1 шагов образцы
разрушались, а на m-й шаг не разрушился, то мы первые m − 1 шагов
снижали σcura , а на m-м шаге увеличили, таким образом на m-том шаге
сменилось направление изменения σcura . Мы удаляем первые шаги, кото-
рые от стартового значения предела выносливости σ0R подводят ближе к
«действительному» значению.

6. Подсчитать число разрушившихся образцов и число неразрушив-
шихся, а затем выбрать из них минимальное. Обозначим это число n,
далее будем работать только с этими n образцами.

7. Выбранные в предыдущем пункте n образцов были испытаны при
разных амплитудах σa i (различающихся на кратное число ∆σa). Пусть та-
ких амплитуд было s. Нужно отсортировать их по возрастанию и подсчи-
тать число образцов, испытанных при каждой из амплитуд. Таким обра-
зом, при амплитуде σa i было испытано ni образцов, i пробегает значения
от 0 до s − 1, причем

s−1∑
i=0

ni = n, а σa 0 есть минимальная из амплитуд и
σa s−1 — максимальная.

8. Вычислить следующие выражения:

A =
s−1∑
i=0

ini, B =
s−1∑
i=0

i2ni. (2.1)

9. Так как предел выносливости варьируется от образца к образу, то
он является случайной величиной. Найти среднее значение σ̄R и средне-
квадратическое отклонение SσR можно по формулам

σ̄R = σa 0 + ∆σa

(
A

n
± 1

2

)
,

SσR = 1,62∆σa

(
nB − A2

n2
+ 0,029

)
,

(2.2)
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Рис. 2.7. Диаграмма испытаний по методу лестницы

где знак «+» используется, если в пункте 6 выбраны неразрушившиеся
образцы, и «−» если разрушившиеся. Вторая формула в (2.2) является
приблизительной и имеет хорошую точность10 пока nB−A2

n2 > 0,3.
В качестве примера рассмотрим вычисление предела выносливости

по данным испытаний с рис. 2.7. Так как испытания уже проведены, то
начинаем с пункта 5. Первым номером испытания, на котором изменение
σcura сменяет направление, является m = 6, поэтому убираем из рассмот-
рения первые четыре испытания. Число разрушившихся образцов равно
24, а неразрушившихся — 26, значит n = 24, и дальше будем работать
с разрушившимися образцами. Число различных амплитуд испытаний
s = 4, причем минимальная амплитуда σa 0 = 170 МПа, а максимальная
σa 3 = 185 МПа. Числа испытаний, проведенных при каждом из уровней
испытаний, равны ni = 1, 10, 9, 4. Подсчитаем A и B:

A =
3∑
i=0

ini = 40, B =
3∑
i=0

i2ni = 82. (2.3)

И, наконец, вычислим среднее значение и среднеквадратичекое отклоне-
10Если nB−A2

n2 < 0,3, то придется проделать нетривиальные вычисления, приведенные в [163]. К сча-
стью, такие случаи чрезвычайно редки.
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ние предела выносливости по формулам (2.2) (в первой формуле выбран
знак «−», так как расчет ведется по разрушившимся образцам):

σ̄R = 170 + 5

(
40

24
− 1

2

)
= 175,8,

SσR = 1,62 · 5
(

24 · 82− 402

242
+ 0,029

)
= 3,82.

(2.4)

Как правило, стали имеют ярко выраженный предел выносливости,
а алюминиевые сплавы — нет, кривая Вёлера последних плавно идёт
вниз без выраженной «площадки» при движении от области МнЦУ к ги-
гацикловой усталости.

2.1.5 Разброс усталостной прочности

Высокий разброс — это характерная черта усталостной прочности.
Времена жизни двух одинаковых деталей, сделанных из одного и того же
материала, по одной и той же технологии и подверженных одинаковому
нагружению, могут отличаться более чем на порядок [164–166]. Источ-
ником этого разброса могут быть как «внутренние» факторы: небольшие
различия в химическом составе, случайность зёренной структуры, ко-
лебания концентрации структурных дефектов в объеме материала, так
и «внешние»: дефекты поверхности, разница в интенсивности термиче-
ской, механической и других обработок, неточное закрепление образ-
ца и т.д. При этом «внешние» факторы поддаются контролю, тогда как
повлиять на «внутренние» значительно сложнее. Статистический аспект
при проектировании детали очень важен: нужно контролировать веро-
ятность ее поломки на заданном промежутке времени.

Первых успехов в статистическом описании усталостной прочности
достиг немецкий инженер Х. Мюллер-Шток в 1937 году [167], предложив
лог-нормальное распределение времени жизни образцов (число циклов
N), испытанных при одинаковой амплитуде циклирования, которое хо-
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рошо легло на несколько сотен усталостных испытаний. Лог-нормальное
распределение N , то есть такое распределение, что случайная величина
ln(N) распределена нормально, имеет плотность вероятности и функцию
распределения соответственно

f(N) =
1

Nσ
√

2π
exp

(
−(ln(N)− µ)2

2σ2

)
,

F (N) =
1

2

(
1 + erf

(
ln(N)− µ√

2σ

))
,

(2.5)

где erf — есть функция ошибок, а µ и σ — два параметра распределе-
ния, являющихся математическим ожиданием и среднеквадратическим
отклонением нормально распределенной величины ln(N). Функция рас-
пределения F (N) имеет смысл вероятности разрушения образца за N

или менее циклов.
Параметры µ и σ можно вычислить по формулам

µ =

n∑
i=1

ln(Ni)

m
, σ =

√√√√√ n∑
i=1

(ln(Ni)− µ)2

m− 1
, (2.6)

где Ni, i = 1..n — есть количества циклов до разрушения n образцов,
испытанных при некоторой одной и той же амплитуде нагружения.

Позже, в 1951 году, шведский ученый Валодди Вейбулл [168], при-
менив свои наработки на тему статистики статической прочности к уста-
лостной прочности, предложил трёхпараметрическое распределение с
плотностью вероятности и функцией распределения

f(N) =
b

a

(
N −N0

a

)b−1
exp

(
−
(
N −N0

a

)b)
,

F (N) = 1− exp
(
−
(
N −N0

a

)b)
,

(2.7)

параметр N0 задает минимально возможное значение N , a — масштаби-
рующий параметр, b отвечает за форму распределения. Это распределе-
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ние называют трёхпараметрическим распределением Вейбулла. Распре-
деления (2.5) и (2.7), на сегодняшний день, являются самыми популяр-
ными в статистике усталостного разрушения. Распределение (2.7) более
гибкое за счет большего числа параметров, поэтому его удобнее исполь-
зовать при большом числе испытаний, кроме того наличие нижней гра-
ницы времени жизни (F (N) ≡ 0, N 6 N0) полезно на практике при оцен-
ке числа отказов, тогда как для (2.5), F (N) конечно вплоть до N = 0.

Для параметров a, b, N0 не существует явных формул, их можно
найти, например, минимизируя невязку с экспериментальными данны-
ми. Пусть Ni, i = 1..n есть количества циклов до разрушения, отсорти-
рованные по порядку, n образцов, испытанных при некоторой одной и
той же амплитуде нагружения. Примерно вычислить вероятность P (Ni)

разрушения образца за Ni циклов или менее можно по формуле11

P (Ni) =
i− 1/2

n
. (2.8)

Теперь значения параметров a, b, N0 можно найти из условия минимума
невязки

X =
n∑
i=1

(F (Ni)− P (Ni))
2 (2.9)

между экспериментальными данными P (Ni) и значениями функции рас-
пределения F (Ni). Здесь в качестве невязки была использована сумма
квадратов отклонений.

Рассмотрим пример: пусть на некоторой амплитуде нагружения ис-
пытаны восемь образцов и получены времена жизни Ni = {105; 1,03·105;

1,98·105; 2,47·105; 4,07·105; 5,46·105; 18,6·105; 20,7·105}. По формуле (2.8)
вычислим P (Ni) = {0,0625; 0,1875; 0,3125; 0,4375; 0,5625; 0,6875; 0,8125;

0,9375}. Наконец, минимизируя невязку получим a = 444369, b =

0,555, N0 = 0,91 · 105, результаты приведены на рис. 2.8.
11В [169] предложена немного иная аппроксимация P (Ni) = (3i− 1)/(3n+ 1).
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Рис. 2.8. Определение параметров распределения времени жизни по эксперименталь-
ным данным. Параметры лог-нормального распределения вычислены по формуле (2.6),
параметры распределения Вейбулла получены при минимизации невязки (2.9)

Стоит отметить, что применять экспериментально определенные
распределения к реальным деталям нужно с осторожностью. На практи-
ке разброс может быть значительно больше чем в эксперименте, потому
что, с одной стороны, экспериментальные образцы более похожи друг на
друга, чем реальные детали: материал из одной плавки, изготовлены на
одном станке, большое внимание к качеству поверхности, и с другой сто-
роны, при реальной эксплуатации присутствуют новые факторы, такие
как незапланированные нагрузки, колебания температуры, агрессивная
внешняя среда, удары и т.д.

2.1.6 О физических основах усталости

Первым исследованием физических изменений материала в ходе
усталостного процесса была работа англичан Джеймса Эвинга и Дж. Хам-
фри [171]. В своих экспериментах они циклически нагружали железные
стержни с амплитудами, равными 64 — 100 % предела текучести и на-
блюдали за зернами на поверхности материала с помощью микроскопа.
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Рис. 2.9. Выход на поверхность системы параллельных плоскостей скольжения. Фото-
графия взята из [170]

Экспериментаторы впервые зафиксировали физические изменения в ма-
териале, проявляющиеся уже в первые десятки-сотни циклов.

Итак, после нескольких циклов на некоторых зернах наблюдаются
линии скольжения наподобие тех, что можно заметить при одноосном
растяжении образца выше предела текучести. Эти линии есть выход на
поверхность плоскостей скольжения. При продолжении циклирования,
появляются новые линии скольжения, а уже существующие визуально
расширяются, постепенно превращаясь в полосы с плохо выраженными
границами. Видимое расширение линий скольжения происходит вслед-
ствие упрочнения материала. Предположим, произошел сдвиг вдоль од-
ной из плоскостей скольжения. Из-за упрочнения материала на следую-
щем цикле нагружения повторное скольжение вдоль этой же плоскости
затруднено вследствие классического упрочнения в результате размно-
жения и перемещения дислокаций. Кроме того, в затруднении повтор-
ного движения вдоль линии скольжения играет роль геометрическое из-
менение поверхности, то есть образование «ступенек» в которые «упи-
рается» плоскость скольжения (рис.2.9), на боковых поверхностях этих
«ступенек» может расти оксидный слой, дополнительно затрудняющий
движение. Из-за упрочнения рядом с первой поверхностью скольжения
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а б

в г

Рис. 2.10. Зарождение трещины при циклическом деформировании железа: а — 5 · 103

циклов; б — 4 · 104 циклов; в — 6 · 104 циклов; г — 7 · 104 циклов; фото взято из [171]
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образуется еще одна параллельная поверхность. Процесс повторяется, и
толщина исходной линии скольжения визуально растёт. Затем в зерне
с широкой полосой из линий скольжения образуется трещина, которая
далее начинает распространяться на соседние зерна, тоже ослабленные
полосами скольжения. Вскоре после этого трещина на поверхности ста-
новится видна невооруженным глазом, а еще через несколько десятков
циклов происходит разрушение образца.

На рис. 2.10 изображено зарождение трещины в образце из железа
под действием симметричного циклирования с амплитудой 200 МПа. По-
сле 5 ·103 циклов(а) видны тонкие линии скольжения на многих зёрнах, а
на двух из них видны развитые системы полос скольжения (продолгова-
тое зерно левее центра и зерно правее и чуть ниже центра). Спустя 4 · 104

циклов(б) уже многие зёрна имеют развитые системы полос скольжения,
полосы скольжения распространяются на соседние зёрна, начинают об-
разовываться трещины. Следующие 2 ·104 циклов(в) эти процессы разви-
ваются. На 7 ·104 циклахг) проведены шлифовка и травление, удалившие
практически все следы полос скольжения, оставив видными образовав-
шиеся трещины. Самая крупная из них видна в правой верхней части
фотографии, выходя из середины верхней границы, она продолжается
вправо и вниз. На этом моменте вне рассматриваемой области произо-
шло разрушение образца.
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Рис. 2.11. Блочное нагружение

2.2 Линейное суммирование повреждений

2.2.1 Гипотеза Пальмгрена – Майнера

Для оценки времени жизни детали при нагружении более слож-
ном, чем с постоянной амплитудой, используют гипотезу о линейном
суммировании повреждений, называемую также гипотезой Пальмгре-
на – Майнера (eng. Palmgren – Miner rule или Miner rule). Она состоит
в том, что усталостные повреждения, накопленные на различных участ-
ках истории нагружения, независимы и суммируются линейно, а разру-
шение происходит, когда параметр повреждённости достигает единицы:
D =

∑
i

Di = 1, где Di есть повреждённости, накопленные на различных
участках истории нагружения. Эта гипотеза была впервые предложена в
1924 году шведским инженером Арвидом Пальмгеном [172] и экспери-
ментально исследована в 1945 году американцем М. Майнером [173].

2.2.2 Оценка времени жизни на блочном нагружении

Интересным с точки зрения практики и простым с эксперименталь-
ной точки зрения является блочное нагружение (рис.2.11), состоящее
из блоков нагружения с постоянной амплитудой. Число циклов постоян-
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ной амплитуды в блоках может быть разным: от десятков до миллионов.
Оценим время жизни детали, подверженной блочному нагружению,

при помощи гипотезы Пальмгрена – Майнера, имея в наличии диаграм-
му Вёлера. Пусть имеется блочное нагружение из m блоков, необходи-
мо найти номер блока n < m, на котором произойдет разрушение. i-
й блок содержит Ni циклов с амплитудой σ

(a)
i и средним напряжени-

ем σ
(m)
i , i = 1..m. Следуя гипотезе, мы должны просуммировать повре-

ждённости Di, накопленные на каждом из блоков. Рассмотрим некото-
рый блок с номером i и определим Di. Из диаграммы Вёлера известно
Nf

(
σ
(a)
i , σ

(m)
i

)
— число циклов до разрушения детали при нагружении

с постоянной амплитудой σ
(a)
i и средним напряжением σ

(m)
i , то есть за

Nf циклов накопится повреждённость, равная 1. Тогда из гипотезы сле-
дует что за каждый единичный цикл будет накапливаться повреждён-
ность ∆Di =

1

Nf

(
σ
(a)
i , σ

(m)
i

), а всего в i-м блоке Ni таких циклов, поэтому

Di = ∆DiNi =
Ni

Nf

(
σ
(a)
i , σ

(m)
i

). Разрушение произойдет на n-м блоке, когда

суммарная повреждённость достигнет единицы:

D =
n∑
i=1

Di =
n∑
i=1

Ni

Nf

(
σ
(a)
i , σ

(m)
i

) = 1. (2.10)

Nf

(
σ
(a)
i , σ

(m)
i

)
определяется по диаграмме Вёлера. Однако диаграмма Вё-

лера (рис.2.4) обычно представляет собой несколько кривых с различ-
ными значениями коэффициента асимметрии цикла R = σmin/σmax =

(σm − σa) / (σm + σa) (причем зачастую это 1–2 кривых с R = 0 и/или
R = −1), тогда как в блоках значение R может быть любым. Чтобы ре-
шить эту проблему, используют метод сведения к эквивалентному от-

нулевому циклу, приведенный в следующем подразделе.
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2.2.3 Сведение к отнулевому циклу

Сведение к отнулевому циклу применяется чтобы оценивать вклад
циклов с произвольными значениями R по единственной кривой Вёлера
с R = 0 (Для некоторых формул сведения к отнулевому циклу требуется
две кривых Вёлера с R = 0 и R = −1). Метод состоит в том, чтобы по за-
данным σa и σm цикла находить амплитуду σ0a эквивалентного отнулевого
цикла12. Эквивалентного в том смысле, что в обоих случаях материал вы-
держит одинаковое количество циклов, то есть Nf (σa, σm) = Nf

(
σ0a, σ

0
a

).
Существует множество способов сведения к отнулевому циклу, здесь бу-
дут приведены три из них.

Формула Одинга. Формула Одинга, по-видимому, является самой
популярной формулой сведения к эквивалентному отнулевому циклу. Она
выглядит следующим образом:

σ0a =

(0.2σm + σa)/
√

2, σm < 0√
σa (σm + σa) /2, σm > 0

. (2.11)

Для применения формулы требуется только кривая Вёлера с R = 0. Фор-
мула Одинга — это эмпирическая формула, созданная на основе мно-
гочисленных экспериментальных данных. Она дающая приемлемые ре-
зультаты для широкого класса металлов.

Если в истории нагружения присутствуют циклы с высоким сред-
ним напряжением, то нужно действовать аккуратно: формула (2.11)
очень неконсервативна при оценке поврежденности, вносимой такими
циклами. Действительно, в правой части рис. 2.12,а видно, что кривая,
задаваемая формулой Одинга, продолжается далеко за статический пре-
дел прочности, то есть за линию σm + σa = σu, где σu13 есть численное

12Иногда вместо эквивалентного отнулевого цикла используют эквивалентный симметричный цикл с
R = −1.

13Индекс «u» означает ultimate tensile strength.
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а

б

Рис. 2.12. Формула Одинга: а — кривая задаваемая формулой Одинга; б — функция
„обрезающая“ формулу Одинга до достижения статического предела прочности

значение статического предела прочности. Можно исправить этот недо-
статок искусственно «обрезав» формулу (2.11) до достижения σu с помо-
щью деления (2.11) на функцию g(σu) (рис.2.12,б:

σ0a =

(0.2σm + σa)/
√

2, σm < 0√
σa (σm + σa) /2/g(σm), σm > 0

,

g(σm) =


1, σm < σcut

1−
(
σm − σcut
σu − σcut

)2

, σm > σcut

,

(2.12)

где σcut это уровень среднего напряжения с которого мы начинаем «обре-
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зать» кривую задаваемую формулой Одинга. Величина σcut не обязатель-
но должна быть константой. Можно поставить σcut в зависимость от σ0a,
однако в этом случае (2.12) усложнится, превратившись из явной форму-
лы в уравнение относительно σ0a. Впрочем, реализация численного реше-
ния такого уравнения не должна доставить проблем. Функция g(σm), при-
ведённая в (2.12) является лишь примером, можно использовать иную.

Линейное сведение к отнулевому циклу. Если известны две кри-
вые Вёлера с R = 0 и R = −1, то для нахождения σ0a возможно исполь-
зовать их обе. В этом случае предполагается линейная зависимость σ0a от
характеристик исследуемого цикла σa и σm (рис.2.13):

σ0a = k1σa + k2σm. (2.13)

Коэффициенты k1 и k2 не являются константами. Кривые Вёлера задают-
ся функциями σ0a(N) и σ−1a (N), используем их для определения коэффи-
циентов. В случаях R = −1 и R = 0 (2.13) обретает вид

σ0a(N) = k1σ
−1
a (N),

σ0a(N) = k1σ
0
a(N) + k2σ

0
a(N).

(2.14)

Из системы (2.14) получим k1 = σ0a(N)/σ−1a (N), k2 = 1 − σ0a(N)/σ−1a (N), и
(2.13) примет вид

σ0a(N) =
σ0a(N)

σ−1a (N)
σa +

(
1− σ0a(N)

σ−1a (N)

)
σm. (2.15)

При подстановке конкретных σa и σm (2.15) становится уравнением от-
носительно N , обозначим его решение14 N̂ . Это значение и является ис-
комым числом циклов до разрушения, а амплитуда эквивалентного от-
нулевого цикла будет равна σ0a(N̂).

На рис. 2.13 приведен пример линейного сведения к эквивалентно-
му отнулевому циклу по двум кривым Вёлера для трёх значенийN . Точки

14Скорее всего, решать уравнение придется численно.
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б

Рис. 2.13. Линейное сведение к отнулевому циклу: а — 2 кривые Вёлера и 3 значения
N ; б — прямые в координатах σm, σa проведённые через точки соответствующие этим
значениям N
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1–6 на рис.2.13,а и точки 1–6 на рис.2.13,б это одни и те же точки, просто
изображенные в разных координатах. Все циклы с {σm, σa}, лежащими
на прямой, проходящей через точки 1 и 2 (см. рис. 2.13б) имеют эквива-
лентный отнулевой цикл с амплитудой σ(1)a и число циклов до разрушения
N1. Аналогично прямой, проходящей через точки 3 и 4, соответствует от-
нулевая амплитуда σ(3)a и число циклов N2, а прямой, проходящей через
точки 5 и 6 — амплитуда σ(5)a и число циклов N3. Однако прямые иногда
могут пересекаться15, на рис.2.13,б прямая, соответствующаяN2, пересе-
кается с прямой соответствующей N3. Это приводит к неединственности
решений уравнения (2.15) при рассмотрении цикла с {σa,σm}, соответ-
ствующими точке пересечения. В таких случаях следует выбирать более
опасную прямую, здесь это прямая N2, так как N2 < N3.

Можно модифицировать этот метод сведения к отнулевому циклу,
заменив линейную аппроксимацию (2.13) на какую-нибудь другую, на-
пример, наподобие формулы Одинга. А также, если даны дополнитель-
ные кривые Вёлера помимо R = 0 и R = −1, их можно использовать в
нахождении коэффициентов аппроксимации.

Сведение к отнулевому циклу по диаграмме Хейга. Использо-
вать сведение к отнулевому циклу по диаграмме Хейга возможно, ес-
ли на диаграмме отмечено достаточно много экспериментальных то-
чек. Аппроксимируем экспериментальные точки функцией f(·), то есть
σea = f(σem)16 (рис.2.14,а). Циклы с {σm = x, σa = f(x)} для любых x эк-
вивалентны по определению: все они лежат на диаграмме Хейга, то есть
для всех них число циклов до разрушения неограниченно велико. Теперь
примем гипотезу, что формула эквивалентности для циклов с конечным
временем жизни такая же, как и для циклов с неограниченным време-

15Все прямые, кроме параллельных, пересекаются, здесь, конечно же, речь идет о пересечениях в ин-
тересной нам области: при σa > 0 и не слишком низких σm.

16Индекс «e» (endurance) указывает на то что эти величины относятся к пределу выносливости.
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нем жизни.
«Такая же» означает, что при нахождении амплитуды эквивалент-

ного отнулевого цикла σ0a функция f(σm) равномерно «растягивается» в
a раз, то есть выполняется преобразование σm → aσm, σa → aσa. При
этом уравнение, задающее исходную кривую σa = f(σm), преобразуется
в σa/a = f(σm/a), откуда получим (см. рис. 2.14,а):

σa = af(σm/a). (2.16)

Чтобы получить амплитуду эквивалентного цикла для цикла с заданны-
ми σa и σm, необходимо решить17 уравнение (2.16) относительно a. Ис-
комая амплитуда будет равна

σ0a = aσ0, (2.17)

где σ0 есть предел выносливости при R = 0.
Формула (2.16),(2.17) неконсервативна при оценке времени жизни

циклов при высоком среднем напряжении (правая часть рис. 2.14,а). Для
устранения этого недостатка можно применить приём, использованный
нами в случае формулы Одинга, то есть искусственно «обрезать» функцию
(2.16) при приближении к статическому пределу прочности σm + σa = σu

с помощью умножения на функцию g(σm) (рис.2.14,б):

σa = af(σm/a)g(σm),

g(σm) =

{
1, σm < σcut1−

(
σm − σcut
σu − σcut

)α
, σm > σcut ,

(2.18)

где σcut
18 есть уровень среднего напряжения, с которого мы начинаем

«обрезать» (2.16), α— положительный параметр. При желании функцию
g(σm) можно взять отличной от приведенной.

17Скорее всего потребуется численное решение.
18Как и в случае формулы Одинга, σcut не обязательно должна быть константой и может зависеть от

σ0
a.
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Рис. 2.14. а — использование диаграммы Хейга для построения формулы сведения к
отнулевому циклу; б — функция „обрезающая“ формулу сведения к отнулевому циклу
до достижения статического предела прочности
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Рис. 2.15. Сравнение формул (2.19) и (2.16)

Чтобы не иметь проблем с оценкой повреждённости, вносимой цик-
лами с высоким средним напряжением, вместо того, чтобы «растяги-
вать» функцию f(σm) вдоль обеих осей, можно растянуть её только по
вертикальной: σm → σm, σa → aσa. При этом уравнение, задающее исход-
ную кривую σa = f(σm), преобразуется в σa/a = f(σm), а значит

σa = af(σm), откуда a =
σa

f(σm)
. (2.19)

Для нахождения искомой амплитуды эквивалентного отнулевого цикла
σ0a остаётся только решить уравнение

σ0a = af(σ0a),

используя значение a, полученное из (2.19). Стоит отметить что формула
(2.19) заметно менее консервативна, чем (2.16) (см. рис. 2.15).

2.2.4 Методы схематизации истории нагружения

С помощью гипотезы Пальмгрена – Майнера можно оценивать вре-
мя жизни деталей и для более сложных историй нагружения, чем блоч-
ное. Однако сначала необходимо схематизировать историю нагруже-
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ния, то есть разбить её на отдельные циклы. Это можно делать различ-
ными способами. Здесь будут приведены два двухпараметрических мето-
да, то есть разбивающих историю нагружения на циклы с различными
амплитудами и средними напряжениями. Существует также множество
однопараметрических методов, таких как метод максимумов, метод пере-
сечений, метод размахов и т.д. Они выдают на выходе только амплитуды
циклов, а среднее напряжение считается постоянным и вычисляется по
всей истории нагружения. Здесь такие методы приведены не будут, так
как они менее универсальны, а их единственное преимущество — про-
стота — не играет большой роли ввиду элементарной алгоритмизации и
быстроты двухпараметрических методов.

Метод дождя. Один из самых лучших и универсальных методов
схематизации истории нагружения под названием метод дождя (eng.
rainflow method) был предложен японскими инженерами Татсуо Эндо и
М. Матсуиши в 1968 году [174]. По-видимому, создатели метода вдох-
новились потоками дождя, текущими вниз по японским многоярусным
крышам. Для удобства график истории нагружения разворачивают осью
времени вниз (рис.2.16).А затем применяют сам метод:

1. Из начала истории нагружения, а также из каждого максимума и
минимума «вовнутрь» вытекает поток (то есть из каждой точки кроме
последней) и течет «вниз».

2. Поток, вытекающий из минимума, прерывается, если пролетает ми-
мо более глубокого минимума19.

3. Поток, вытекающий из максимума, прерывается, если пролетает
мимо более высокого максимума20.

4. Поток прерывается, если встречает поток, текущий свыше.
19То есть точки, имеющей более низкое значение напряжения.
20То есть точки, имеющей более высокое значение напряжения.
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Рис. 2.16. Схематизация истории нагружения методом дождя
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Таблица 2.1. Схематизация истории нагружения рис.2.16 методом дождя

Поток № 1 2 3 4 5 6 7 8 9

σmin −3 −2 −2 −3 −2 −2 −1 −1 −4

σmax 3 1 1 5 4 4 1 1 5

5. Значения напряжений на концах потока считаются σmin и σmax.
Один поток вносит поврежденность, равную половине поврежденности
от одного цикла с максимальным и минимальным напряжениями σmin и
σmax.
Хотя каждый поток составляет половину цикла, почти каждый поток,
начавшийся в минимуме, имеет идентичный поток-пару, начавшийся в
максимуме. Потоки из минимумов текут независимо от потоков, текущих
из максимумов, и наоборот, поэтому их удобно считать по отдельности
(при алгоритмизации метода).

Применим метод к истории нагружения с рис. 2.16. Из точки 1(пик)
поток течет до точки 2, падает на уровень ниже, течет до точки 4, падает
ниже и прерывается напротив точки 5, следуя пункту №3, так как макси-
мум 5 выше максимума 1. Концам потока 1 соответствуют уровни напря-
жений σmin = −3 и σmax = 3. Второй поток течет из минимума 2 до точки
3, падает вниз и прерывается напротив точки 4, следуя пункту №2, так
как минимум 4 ниже минимума 2. Концам потока 2 соответствуют уров-
ни напряжений σmin = −2 и σmax = 1. Поток 3 течет в сторону точки 4,
но прерывается под точкой 2, не достигнув точки 4, следуя пункту №4,
так как он встретил поток 1, текущий свыше. Концам потока 3 соответ-
ствуют уровни напряжений σmin = −2 и σmax = 1. Продолжая дальше,
получим полную схематизацию истории нагружения рис. 2.16, приведен-
ную в табл. 2.1.

Стоит отметить, что схематизация двух разных историй может не
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а б

Рис. 2.17. Пример непропорционального роста опасности при схематизации истории
нагружения, повторённой дважды: а — пример истории; б — история а, повторённая
дважды

совпадать со схематизацией одной истории нагружения, составленной
из этих двух. В качестве примера рассмотрим историю нагружения рис.
2.17,а и историю нагружения составленную из двух таких историй нагру-
жения — рис. 2.17,б. При схематизации рис. 2.17,а получим два малых
полуцикла {σmin = −1, σmax = 0} и {σmin = 0, σmax = 1}, а также один боль-
шой полуцикл {σmin = −1, σmax = 1}. При схематизации же рис.2.17,б,
получаем те же два малых полуцикла, но уже три больших полуцикла. В
итоге история рис. 2.17,б почти в три раза опаснее21 истории рис. 2.17,а,
хотя она есть всего лишь повторение этой истории дважды. Такой эф-
фект наблюдается при схематизации историй, в которых есть только один
большой перепад напряжений, например рис. 2.1,а.

Метод полных циклов. Метод полных циклов состоит в постепен-
ном исключении промежуточных циклов из истории нагружения. Обо-

21Малые полуциклы вносят небольшие повреждения по сравнению с большими, так как зависимость
внесённого повреждения от амплитуды цикла скорее экспоненциальная.

93



а

б

в

Рис. 2.18. Схематизация истории нагружения методом полных циклов: а,б,в — после-
довательные проходы выделения полных циклов
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значим экстремумы истории нагружения σi. Теперь будем по очереди рас-
сматривать каждый экстремум, и если встретится ситуация, что

σi > σi−1, σi+1 > σi−1, σi+2 > σi

или
σi < σi−1, σi+1 6 σi−1, σi+2 6 σi,

(2.20)

то выделяем цикл с σmin и σmax равными σi и σi+1. Точки с номерами i и
i+ 1 удаляются из истории нагружения, то есть точка i− 1 теперь соеди-
нена с точкой i+2. После полного прохода истории нагружения делаются
повторные проходы, пока не останется точек, удовлетворяющих услови-
ям (2.20). В итоге останется история нагружений, в которой значения
максимумов строго возрастают при движении от концов к центрально-
му, самому высокому, то же самое касается и минимумов. Такую историю
нагружения можно схематизировать, например, методом дождя или дру-
гими, менее формализованными способами.

Схематизируем методом полных циклов историю нагружения с рис.
2.16, развернув её обратно в стандартное положение. На первом прохо-
де (рис.2.18,а) выделяются циклы 2–3 и 7–8 с {σmin = −2, σmax = 1} и
{σmin = −1, σmax = 1}. На втором проходе (рис.2.18,б) выделяется цикл
5–6 с {σmin = −2, σmax = 4}. На этом точки, удовлетворяющие (2.20)
в истории нагружения заканчиваются и остается история нагружения
рис. 2.18,в. В ней можно вручную выделить полный меньший цикл 1–
4 с {σmin = −3, σmax = 3} (выделен тёмным) и больший полуцикл22 9–10
с {σmin = −4, σmax = 5}. Если же закончить схематизацию рис. 2.18,в
методом дождя, то получим более опасные три полуцикла: {σmin = −3,
σmax = 3}, {σmin = −3, σmax = 5} и {σmin = −4, σmax = 5}.

Написанное в конце предыдущего подраздела про то, что сумма схе-
матизаций двух историй нагружения не равна схематизации суммы ис-

22То есть вносящий половину повреждений от полного цикла.
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торий нагружений (рис. 2.17 и рассуждения рядом), верно и для схема-
тизации методом полных циклов.

2.2.5 Модификации гипотезы Пальмгрена – Майнера

При использовании гипотезы Пальмгрена – Майнера для оценки
времени жизни деталей на случайных нагружениях были замечены зна-
чимые расхождения с экспериментом, особенно если амплитуда циклов
редко и/или несильно превышает предел выносливости. В попытках уве-
личить точность предложены многочисленные модификации гипотезы.
Все нижеизложенные модификации предлагается использовать для слу-
чайных нагружений или нагружений со сложной заданной историей.
Модификации предполагают билинейную (в логарифмических коорди-
натах) аппроксимацию кривой Вёлера, с горизонтальным вторым участ-
ком:

N =

 N0

(
σ
σ0

)−m
, σ > σ0

∞, σ < σ0
. (2.21)

Хотя при желании их можно довольно легко обобщить на случай более
сложных аппроксимаций.

Ряд модификаций не касается гипотезы о линейном суммировании
поврежденности напрямую, а предполагает использование видоизменен-
ной кривой Вёлера вместо исходной. Модификация №1 есть просто про-
должение первого участка кривой Вёлера ниже предела выносливости:

N = N0

(
σ

σ0

)−m
. (2.22)

№2. А также можно продолжить первый участок ниже предела вы-
носливости, но с другим наклоном −(2m− 1) вместо −m [175]:

N =


N0

(
σ
σ0

)−m
, σ > σ0

N0

(
σ
σ0

)−(2m−1)
, σ < σ0

. (2.23)
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Рис. 2.19. Модификации гипотезы Пальмгрена – Майнера №1–3, предполагающие из-
менение кривой Вёлера в области предела выносливости для подсчета поврежденности
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№3. Серия стандартов 2009 года eurocode3 [176] предлагает доба-
вить к предыдущей модификации дополнительный предел выносливости
в точке N = 108 циклов. Подставив это значение в (2.23), можно найти
значение напряжения в этой точке σeur0 = σ0

(
108

N0

)− 1
2m−1 :

N =


N0

(
σ
σ0

)−m
, σ > σ0

N0

(
σ
σ0

)−(2m−1)
, σeur0 < σ < σ0

∞, σ 6 σeur0

. (2.24)

№4. Еще одной возможностью для модификации является измене-
ние диаграммы Вёлера в зависимости от спектра нагружения. В [177]
предлагается кривая, лежащая между исходной и кривой с m = 3,5, то
есть с наклоном −(m + 3,5)/2 вместо −m, выходящая из точки, соответ-
ствующей максимальному уровню напряжений σ̂max в спектре. При этом
присутствует предел выносливости, равный половине исходного:

N =

 NZL

(
σ

σmax

)−(m+3,5)/2

, σ > 0,5σ0

∞, σ < 0,5σ0

, (2.25)

где NZL есть точка, соответствующая σ̂max на исходной кривой Вёлера.
Эта модификация, в отличие от предыдущих, содержит зависимость от
спектра нагружения, однако дополнительные эксперименты проводить
не требуется.

№5. Более сложная зависимость от спектра нагружения предложе-
на в [178]:

N = σ−kσk−lavg 10∧
(
a+ b

σamax
σavg

+ c

(
1− σmin

σavg

))
. (2.26)

Формула (2.26) содержит три параметра, зависящих от исследуемой ис-
тории нагружения: σavg — среднее напряжение спектра нагрузки, σamax
— максимальная амплитуда в спектре, σmin — минимальное напряже-
ние в истории, а также еще пять параметров a, b, c, k, l, которые можно
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Рис. 2.20. Модификации гипотезы Пальмгрена – Майнера №4, 5, предполагающие из-
менение кривой Вёлера для подсчета поврежденности
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определить по результатам экспериментов на схожих с исследуемой ис-
ториях нагружений23. Эта модификация, как и предыдущая, содержит за-
висимость от спектра нагружения, однако здесь необходимо проведение
дополнительных экспериментов.

Автор [178] предлагает, прежде чем использовать формулу (2.26),
построить одну амплитуду σeff , эквивалентную всей заданной истории
нагружения по формуле

σeff = m

√√√√ n∑
i=1

σm0i ,

являющуюся следствием (2.22), где σm0i , i = 1..n — амплитуды отнулевых
циклов, эквивалентных циклам с амплитудами σai и средними напряже-
ниями σmi, полученным в результате схематизации (подраздел 2.2.4) ис-
тории нагружения. А уже σeff надо подставлять в (2.26) вместо σ, чтобы
узнать, сколько таких историй нагружения выдержит деталь, однако, по
мнению авторов, данный этап является лишним.

№6. Модификация с учетом последовательности (ger. konsequenten
Miner-regel, eng. Consequent Miner’s rule) [179]. Идея состоит в том, что
предел выносливости σ0 не является константой в ходе нагружения, а
снижается с увеличением параметра поврежденности D, например

σcons0 (D) = σ0 (1−D)1/(m−1) .

С физической точки зрения снижение предела выносливости можно объ-
яснить тем, что в результате воздействия циклов большей амплитуды
в материале возникают дефекты и повреждения, которые не могли бы
возникнуть при меньших амплитудах, однако могут расти под действием
этих меньших амплитуд. Из-за того, что предел выносливости зависит
от предшествующей истории нагружения, такой модификацией нужно

23Искать эти параметры можно каким-либо поисковым алгоритмом, минимизируя невязку между про-
гнозами модели и результатами экспериментов
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Рис. 2.21. Модификация гипотезы Пальмгрена – Майнера №6 с учетом последователь-
ности, предполагающая снижение предела выносливости в ходе нагружения
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пользоваться аккуратно, так как при схематизации истории нагружения
нарушается порядок циклов.

№7*. Еще одна возможность модификации гипотезы Пальмгрена
– Майнера является изменение предела параметра поврежденности при
котором происходит разрушение [180]. То есть вместо D = 1 в качестве
критерия разрушения положим D = Df , где Df есть константа, завися-

щая от характеристик спектра нагружения. Df обычно находится из
эксперимента на нагружениях со спектром, похожим на те, которым под-
вержена деталь при эксплуатации. Эту версию называют относительной
гипотезой Пальмгрена – Майнера (eng. relative Miner’s rule).

2.2.6 Критика гипотезы Пальмгрена – Майнера

Гипотеза Пальмгрена – Майнера предполагает отсутствие «памяти»
у материала, есть только значение скалярного параметра поврежденно-
сти D, а конкретная история нагружения неважна. Однако эксперимен-
ты показывают, что это не так. Образцы разрушаются быстрее на слу-
чайном нагружении, чем на блочном, при одинаковом спектре нагру-
зок [181,182], то есть порядок циклов в общем случае важен. Оценка вре-
мени жизни на некоторых сложных и случайных историях нагружения с
помощью гипотезы (и её модификаций №1–4) является сильно неконсер-
вативной, то есть завышенной в 1,5−15 раз [183–185], что опасно с точки
зрения практики. Гипотеза также прогнозирует, что наличие редких цик-
лов большой амплитуды почти не оказывает влияния на время жизни, в
то время как эксперименты показывают обратное [186–188]. Что инте-
ресно, наличие таких циклов может как уменьшать, так и увеличивать
время жизни детали. Такой эффект объясняется остаточными напряже-
ниями, возникающими вследствие неоднородных пластических деформа-
ций вблизи концентратора напряжений. Если в цикле большой амплиту-
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ды сначала идет максимум, а затем минимум, то возникают нежелатель-
ные положительные остаточные напряжения, снижающие время жизни
детали, а если наоборот — то благоприятные отрицательные, увеличи-
вающие время жизни.

Гипотеза Пальмгрена – Майнера хорошо подходит для оценки вре-
мени жизни при блочном нагружении с блоками, состоящими из боль-
шого числа циклов не слишком высокой амплитуды. В ходе нагружения
с постоянной амплитудой внутри блока, материал успевает «забыть» о
предшествующей истории нагружения, вследствие чего накопление по-
вреждений за каждый блок оказывается хорошо согласовано с диаграм-
мой Вёлера. Использовать же эту гипотезу в случае случайных нагруже-
ний (рис.2.1,б) или сложных историй (рис.2.1,в) нужно с особой осто-
рожностью вследствие вышеупомянутой неконсервативности. По мне-
нию авторов, предсказать время жизни при нагружении с переменной
амплитудой, имея только результаты экспериментов с постоянной ампли-
тудой — это утопия. При таких попытках всегда принимаются дополни-
тельные гипотезы (в том числе и неявно), подменяющие собой экспери-
менты с переменной амплитудой.

2.2.7 Алгоритм оценки времени жизни детали

В итоге алгоритм оценки времени жизни детали методом подсчета
циклов выглядит следующим образом:

1. Получить диаграмму Вёлера для детали. Кривая с R = 0 необходи-
ма, R = −1 желательна, кривые с другими значениями R могут понадо-
биться в следующем пункте. Кривые должны быть построены с необхо-
димыми допусками вероятности разрушения.

2. Выбрать формулу сведения к отнулевому циклу и идентифицировать
входящие в неё параметры (см. подраздел 2.2.3).
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3. (а) Если нагружение имеет постоянную амплитуду, то воспользо-
ваться формулой сведения из пункта 2 и по диаграмме Вёлера определить
время жизни. Конец.
(б) Если нагружение блочное, то перейти к пункту 5.
(в) Если нагружение случайное или имеет сложную историю, то перейти
к следующему пункту.

4. Разложить историю нагружения на отдельные циклы используя
один из методов схематизации циклов (см. подраздел 2.2.4).

5. Свести полученные циклы к отнулевым, используя формулу из пунк-
та 2.

6. Используя гипотезу Пальмгрена – Майнера или её модификации,
посчитать поврежденность D, накопленную за заданную историю (см.
подразделы 2.2.1 и 2.2.5).

7. Сделать выводы о времени жизни. Например, если D > 1, то де-
таль сломается на данной истории нагружения с неприемлемой вероят-
ностью, если D < 1, то можно посчитать сколько подобных историй на-
гружения еще выдержит деталь.
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2.3 Метод локальной истории деформации

Проводить испытания для построения кривой Вёлера для каждой
детали может быть обременительно, а для некоторых деталей просто
невозможно вследствие их габаритов. В таких случаях для определения
времени жизни детали используют метод локальной истории деформа-

ции (eng. local strain method), состоящий в следующем (рис.2.22):
1. Найти самую опасную точку детали, то есть точку, в которой ампли-

туда напряжений или деформаций максимальна(обычно это концентра-
тор напряжений). Считая, что разрушение детали произойдет именно в
этой точке, далее рассматривать только её.

2. Построить историю изменения напряжений σ(t) и/или деформаций
ε(t) в самой опасной точке по известной истории нагружения детали (см.
раздел 2.4).

3. Определить время жизни детали, считая, что оно идентично вре-
мени жизни гладкого образца, в котором реализуется однородное
напряжено-деформированное состояние и нагруженного такой же исто-
рией напряжений σ(t) и деформаций ε(t), как и самая опасная точка де-
тали.

До этого момента мы оценивали время жизни детали, используя
историю напряжений, однако в названии данного метода присутствует
история деформаций. Так исторически сложилось из-за того, что метод
зачастую применяется в случае концентраторов напряжений, в которых
происходит пластическая деформация, а при наличии пластических де-
формаций часто используют историю деформаций вместо истории на-
пряжений при оценке времени жизни. Для деформаций строится аналог
диаграммы Вёлера, на которой по вертикальной оси откладываются де-
формации вместо напряжений. Затем эта диаграмма используется при
оценке времени жизни на заданной истории деформаций теми же мето-

105



Рис. 2.22. Иллюстрация метода локальной истории деформаций. Слева на детали, к ко-
торой приложена переменная во времени нагрузка F (t), обозначена самая опасная точ-
ка и справа изображены истории напряжения σ(t) и деформации ε(t) в указанной самой
опасной точке, реализующихся под действием нагрузки F (t)

дами, что мы описали ранее для истории напряжений. Конечно же, при
применении метода локальной истории можно использовать как исто-
рию деформаций так и напряжений.
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2.4 Напряжения и деформации в концентраторе напряжений

2.4.1 Упругий случай

Если концентратор напряжений недостаточно сильный для разви-
тия пластических деформаций, то ситуация довольно простая. Напряже-
ние и деформация в вершине24 концентратора выражаются через коэф-
фициент концентрации напряженийKt: σ = Ktσnom, ε = Ktεnom, где σnom и
εnom есть номинальные значения напряжения и деформации, то есть зна-
чения однородных полей, реализующиеся в отсутствие концентратора.
Эти номинальные значения линейно связаны с нагрузкой, приложенной
к детали. Коэффициент Kt находится либо аналитически, либо численно.
Если введение номинальных напряжений и деформаций затруднительно,
то можно напрямую связать нагрузку, приложенную к детали, и напря-
жение в вершине концентратора.

Замечено, что использование Kt при оценке времени жизни даёт
сильно заниженные прогнозы [189]. Это можно объяснить тем, что вбли-
зи концентратора градиент напряжений очень крут, и зона больших на-
пряжений настолько мала, что её размер влияет на процессы зарожде-
ния и роста микротрещин. Чтобы избавиться от излишней консерватив-
ности оценки, вместо Kt часто используют усталостный коэффициент

концентрации напряжений Kf 6 Kt. Этот коэффициент можно найти
экспериментально: сравнивая пределы выносливости25 образцов с кон-
центратором и без.

Kf =
σR

σendurancenom

,

где σR есть предел выносливости образца без концентратора, σendurancenom —
амплитуда номинального напряжения выносливости для образца с кон-
центратором (с тем же значением R), R обычно берут равным 0 либо −1.

24Самая опасная точка.
25Найти их можно экспериментально методом лестницы (подраздел 2.1.4).
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Величина Kf зависит от геометрических размеров детали, то есть одина-
ковые по форме, но различные по размеру образцы показывают различ-
ные усталостные свойства при идентичных историях нагружения.

Существуют и готовые эмпирические формулы для Kf , учитываю-
щие эффект масштаба (eng. size effect). Приведём 3 самые популярные.

Питерсон [190] вводит параметр чувствительности концентратора
q =

Kf − 1

Kt − 1
и предлагает выражение для q в виде

q =
1

1 + a1/ρ
, тогда Kf = 1 +

Kt − 1

1 + a1/ρ
, (2.27)

где ρ есть радиус концентратора26, a1 — материальный параметр, опре-
деляемый экспериментально.

Нейбер [191] предлагает вычислять q как

q =
1

1 +
√
a2/ρ

, тогда Kf = 1 +
Kt − 1

1 +
√
a2/ρ

, (2.28)

где a2 — материальный параметр, определяемый экспериментально. В
случае V-образного выреза Нейбер вместо (2.28) предлагает использо-
вать формулу

Kf = 1 +
Kt − 1

1 + π
π−θ

√
a2/ρ

,

где θ есть угол раскрытия выреза.
Зибель и Стилер в [192] вместо параметра q используют отношение

Kf/Kt:
Kf

Kt
=

1

1 +
√
a3/ρ

, тогда Kf =
Kt

1 +
√
a3/ρ

, (2.29)

где a3 — материальный параметр, определяемый экспериментально.
Все формулы (2.27),(2.28),(2.29) при больших ρ стремятся к Kt. На

рис. 2.23 приведено сравнение этих формул на различных эксперимен-
26Если концентратор не оканчивается круговым вырезом, то в качестве ρ можно взять другой харак-

терный размер, например, радиус кривизны в вершине концентратора.
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а

б в

Рис. 2.23. Зависимость усталостного коэффициента концентрации напряжений Kf от
радиуса концентратора ρ для различных материалов, аппроксимация эмпирическими
формулами: а — алюминиевый сплав 2024-T3 [193]; б — низкоуглеродистая сталь
[194]; в — хромоникелевая сталь [194]
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тальных данных, материальные параметры a1, a2, a3 в каждом случае
определены методом наименьших квадратов27.

Рис. 2.23,а:Kf для алюминиевого сплава 2024-Т3(предел текучести
σy ≈ 345МПа), образцы представляют собой пластинки с круговым выре-
зом в центре, данные взяты из [193]. Образцы имели одинаковую форму
но разные линейные размеры (это верно и для случаев, представленных
2.23,б и 2.23,в, описанных ниже). Экспериментальные данные хорошо
описываются формулами (2.29) и (2.28) (последней чуть хуже).

Рис. 2.23,б: Kf для мягкой низкоуглеродистой стали (предел теку-
чести σy ≈ 220МПа), образцы имеют форму цилиндра с отверстием, про-
сверленным ортогонально оси, данные взяты из [194]. В случае мягкой
стали хорошую точность имеет формула (2.29).

Рис.2.23,в: Kf для хромоникелевой стали (предел текучести σy ≈

835МПа), образцы такие же, как и в случае рис. 2.23,б, данные взяты из
[194]. Для твердой стали наивысшую точность опять показала формула
(2.29), но эта точность намного ниже чем в предыдущих случаях.

В случаях стали (рис. 2.23,б и в), для самых маленьких отверстий
(радиуса ρ ≈ 0.4мм) наблюдаются особенные значения Kf , выпадающие
из монотонной зависимостиKf от ρ, наблюдающейся для отверстий боль-
шего радиуса. Неясно, имеют ли эти выпадения в своей основе какой-то
физический механизм или являются следствием особенности изготовле-
ния либо испытания маленьких образцов.

2.4.2 Пластические деформации в концентраторе напряжений

Если же напряжения в концентраторе достаточны для развития
пластических деформаций, ситуация усложняется. Неоднородность поля
пластических деформаций приводит к возникновению остаточных напря-

27В случае сталей точка соответствующая наименьшему значению радиуса была проигнорирована.
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жений, а σ и ε в вершине концентратора уже не связаны однозначно ни
между собой, ни с нагрузкой, приложенной к детали.

Чтобы получить историю напряжений σ или деформаций ε в вер-
шине концентратора при заданной истории нагружения детали, нужно
напрямую моделировать28 весь процесс. Однако в случае длительной ис-
тории, содержащей десятки тысяч циклов, прямое моделирование вызо-
вет большие трудности. В подобных случаях используют приближённые
формулы. Самой популярной среди них является формула Нейбера [195]
(eng. Neuber formula/rule)

σ ε = K2
t σ

elastic
nom εelasticnom =

(
Ktσ

elastic
nom

)2
E

, (2.30)

σ и ε есть напряжения и деформации в вершине концентратора, σelasticnom и
εelasticnom — номинальные напряжения и деформации, вычисленные исходя
из того, что материал ведёт себя чисто упруго, E — модуль Юнга. σelasticnom

и εelasticnom линейно связаны с нагрузкой, приложенной к детали, эта связь
находится аналитически или численно. Используя (2.30) вместе с зави-
симостью σ(ε)29 (задающей упругопластическое поведение материала),
можно явно выразить σ или ε (в зависимости от метода оценки времени
жизни) через нагрузку, приложенную к детали, а значит, легко пересчи-
тать историю этой нагрузки в историю σ или ε в вершине концентратора.

Если введение номинальных напряжений и деформаций затрудни-
тельно, то вместо σelasticnom и εelasticnom можно использовать σelastic и εelastic —
напряжения и деформации в вершине концентратора, вычисленные ис-
ходя из того, что материал ведёт себя чисто упруго. В этом случае (2.30)
примет вид

σ ε = σelasticεelastic =

(
σelastic

)2
E

.

28Например, используя МКЭ.
29Желательно использовать циклическую кривую напяжения–деформации (eng. cyclic stress-strain

curve), а не обычную, определяемую из опыта на монотонное одноосное растяжение.
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2.5 Усталость при многоосном нагружении

До этого момента речь шла об усталости под действием одноосной
истории нагружения. Такое внимание к одноосному случаю оправдано
тем, что на практике во многих концентраторах напряжений напряжен-
ное состояние близко к одноосному. Однако иногда при эксплуатации де-
тали в самых опасных точках могут наблюдаться и многоосные напря-
женные состояния различной сложности.

2.5.1 Пропорциональное многоосное нагружение

Самым простым случаем многоосного нагружения является сдви-
говое нагружение:

[
↑−→
]
σij =

0 τ 0
τ 0 0
0 0 0

 ≡ [↖↗]σij =

τ 0 0
0 −τ 0
0 0 0

 . (2.31)

Матрица компонент тензора напряжений, соответствующая сдвиговому
напряжению (левая часть формулы (2.31)) в осях, повернутых на 45◦

(правая часть (2.31)), выглядит как матрица двухосного напряженно-
го состояния, причем в одном направлении происходит растяжение, а в
другом — сжатие той же интенсивности. На практике такое нагружение
наблюдается при кручении труб или валов, экспериментальное иссле-
дование времени жизни под воздействием сдвигового нагружения тоже
проводят с помощью циклического кручения трубчатых или цилиндри-
ческих образцов.

Как и для одноосного нагружения, для сдвигового нагружения с по-
стоянной амплитудой можно строить диаграмму Вёлера и находить пре-
дел выносливости. Для сравнения на рис. 2.24 изображены диаграммы
Вёлера одноосного нагружения и кручения (R = −1) для пружинной ста-
ли JIS G3561 [196]. Соотношение между амплитудами сдвигового и од-
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Рис. 2.24. Сравнение диаграмм Вёлера R = −1 для одноосного нагружения и кручения
образцов из пружинной стали JIS G3561

ноосного напряжения, соответствующих одинаковому числу циклов до
разрушения N , изменяется в пределах30 τa/σa ∼ 0.66...0.69.

В табл. 2.2 [197] приведены примерные отношения сдвигового и од-
ноосного пределов выносливости (R = −1) для различных типов метал-
лов. Для материалов, полученных литьём, сдвиговое нагружение нена-
много опаснее одноосного, тогда как для остальных сдвиговое нагруже-
ние может быть значительно опаснее.

Более сложным случаем многоосного нагружения является одно-
временное приложение одноосной и сдвиговой нагрузки. Пока что рас-
смотрим случай пропорционального нагружения, то есть когда одноос-
ная и сдвиговая нагрузки изменяются во времени пропорционально31.
В [198] предлагается32 следующее соотношение для определения време-

30В работе [196] была рассмотрена только многоцикловая усталость.
31Это означает одинаковое значение R для обеих нагрузок.
32На самом деле в данной работе соотношение (2.32) предлагается только для предела выносливости,

но мы обобщим его и на случай конечного времени жизни.
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Таблица 2.2. Отношение между сдвиговым и одноосным пределами выносливости для
различных металлов [197]

Металл/сплав τ−1/σ−1

Сталь 0,6

Медь 0,56

Медный сплав 0,56

Алюминиевый сплав 0,55

Магниевый сплав 0,54

Титан 0,48

Чугун 0,9

Литой алюминиевый сплав 0,85

Литой магниевый сплав 0,85

ни жизни детали при комбинированном нагружении:(
σa
σa

)2

+

(
τa
τa

)2

= 1. (2.32)

Под руководством тех же авторов было проведено экспериментальное
исследование [199] предела выносливости (R = −1) различных сталей
при комбинации одноосного и сдвигового нагружений, результаты экс-
периментов и их сравнение с формулой (2.32) приведены на рис. 2.25.
Формула (2.32) показала приемлемую точность.

Стоит отметить, что комбинацией одноосного и сдвигового нагру-
жений нельзя получить произвольное двухосное нагружение. Действи-
тельно, собственные числа матрицы

σij =

σ τ 0
τ 0 0
0 0 0


компонент тензора напряжений33 равны σ1=

1
2

(
σ +
√
σ2 + 4τ 2

),
33То есть главные напряжения.
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Рис. 2.25. Предел выносливости на комбинации сдвигового и одноосного нагружения
(пропорционального) для различных сталей [199]. Экспериментальные данные и их
аппроксимация формулой (2.32)

σ2=
1
2

(
σ −
√
σ2 + 4τ 2

) и, очевидно, различаются по знаку. Таким образом,
при комбинировании одноосного и сдвигового пропорционального цик-
лирования мы получаем такое двухосное нагружение, что напряжения
вдоль осей34 №1 и 2 находятся в противофазе, а синфазный случай
остается за бортом.

Джорж Сайнс в своем докладе NASA [200] привёл ряд эксперимен-
тов на двухосную усталость. Из этих экспериментов он делает следующие
выводы:

1. приложение статического сдвигового нагружения не влияет ни на
время жизни под действием переменного одноосного нагружения, ни на
время жизни под воздействием переменного сдвигового нагружения, по-
ка величина этого статического сдвигового нагружения ниже ∼ 0,7 сдви-
гового предела текучести материала. Хотя в [200] данный факт установ-
лен для большого числа разнообразных материалов и сплавов (в обла-
сти многоцикловой усталости), в подробном экспериментальном иссле-

34Направления главных напряжений.

115



довании усталостных свойств алюминиевого сплава 76S-T61 [201] пока-
зано сильное влияние статического сдвигового нагружения на усталость
под воздействием переменного сдвигового нагружения, поэтому к этому
утверждению нужно относится с некоторой осторожностью;

2. приложение статического одноосного нагружения влияет как на
время жизни под действием переменного одноосного нагружения, так и
на время жизни под воздействием переменного сдвигового нагружения.
Причём время жизни уменьшается, если статическое нагружение поло-
жительно, и увеличивается, если оно отрицательно.

На основе этих экспериментальных наблюдений Сайнс предложил
формулу (eng. Sines method) [200], с помощью которой можно свести
цикл многоосного нагружения к эквивалентному отнулевому или сим-
метричному одноосному циклу:

1√
2

√
(σa1 − σa2)2 + (σa2 − σa3)2 + (σa3 − σa1)2 + k (σm1 + σm2 + σm3 ) =

= σ−1a = (1 + k)σ0a, (2.33)

где σai — амплитуды главных напряжений, σmi — средние значения (цик-
ла) главных напряжений, σ−1a — амплитуда эквивалентного35 симметрич-
ного (R = −1) одноосного цикла, σ0a — амплитуда эквивалентного36 отну-
левого (R = 0) одноосного цикла, k — материальная константа, которая
может быть определена, например, по формуле k = σ−1/σ0 − 1.

В [202] предлагается использовать максимальное значение гидро-
статического давления (за цикл) во втором слагаемом (2.33):

1√
2

√
(σa1 − σa2)2 + (σa2 − σa3)2 + (σa3 − σa1)2+

+
k

3
max
t

(σ1(t) + σ2(t) + σ3(t)) = σ−1a = (1 + k)σ0a. (2.34)
35То есть вносящего такое повреждение, что и рассматриваемый многоосный цикл.
36С учетом коэффициента (1 + k).
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а б

Рис. 2.26. Сравнение формул (2.33) (Сайнс) и (2.34) (Кроссланд) с экспериментом на
двухосное пропорциональное циклическое нагружение (R = 0): а — литая сталь; б —
алюминиевый сплав Avional D
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На рис. 2.2637 приведено сравнение формул (2.33) и (2.34) с экспери-
ментальными данными на двухосное нагружение литой стали и авиа-
ционного алюминиевого сплава (время жизни 106 циклов). Данные взя-
ты из [203], случай главных напряжений одного знака реализовывался
с помощью трубчатого образца, внутри которого нагнеталось давление,
вызывающее напряжения в окружном направлении и подверженного
растяжению вдоль оси. На приведённом отнулевом (R = 0) пропорцио-
нальном двухосном нагружении формулы различаются только в области
σmax1 +σmax2 < 0, что и видно на рисунке. Тут формула (2.33) показала себя
лучше.

Формулы (2.33) и (2.34) изначально предполагают использование
в случае пропорционального нагружения38, однако иногда их пытаются
использовать при непропорциональном нагружении, что может приво-
дить к заметным ошибкам (см., например, [204]).

2.5.2 Непропорциональное многоосное нагружение

Для оценки времени жизни на непропорциональном многоосном
нагружении обычно применяют метод критической плоскости39 (eng.
critical plane method/approach). Этот метод состоит в следующем:

1. Ввести некоторый параметр P (σ, ε), определённый для плоскости и
зависящий от напряжений и/или деформаций цикла.

2. Найти плоскость, на которой данный парамтр P максимален. Най-
денная плоскость и есть критическая плоскость, вдоль которой в будущем

37Вертикальная ось графиков не совсем корректно подписана максимальным значением напряжений,
в отрицательной области, конечно, максимальным напряжением будет нулевое значение.

38На самом деле в несколько более общем случае: когда точка напряженного состояния вычерчивает
прямую линию в пространстве напряжений за время одного цикла, такое нагружение можно назвать
синфазным.

39Конечно же, ничто не мешает применять этот метод и в случае пропорционального нагружения.
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зародится и начнёт40 распространяться трещина41.
3. Свести цикл непропорционального многоосного нагружения к эк-

вивалентному циклу одноосного нагружения. Для этого нужно найти по-
ложение критической плоскости и значение P на ней для случая одно-
осного циклирования и, приравняв его к значению P для исследуемого
цикла, найти амплитуду эквивалентного одноосного цикла.

4. Используя найденную амплитуду эквивалентного одноосного цик-
ла, определить время жизни по диаграмме Вёлера.

Вместо сведения к одноосному циклу в пункте №3, зачастую исполь-
зуют другой подход:

3* Приравнять найденное максимальное значение параметра P к
некоторой функции числа циклов до разрушения f(Nf), аппроксимирую-
щей усталостные свойства материала. Решив уравнение P = f(Nf) отно-
сительно Nf , найдем искомое время жизни Nf . В качестве f(Nf) обычно
используют четырёхпараметрическую аппроксимацию

f(Nf) = aN b
f + cNd

f ,

где материальные параметры a, b, c, d определяются из различных экс-
периментов: на одноосное циклирование, кручение, многоосное синфаз-
ное/несинфазное циклирование и т.д.

Преимуществом пункта №3* перед пунктом №3 является учет экс-
периментальных данных на кручение и/или многоосное циклирование
при оценке времени жизни, а недостатком — необходимость проведения
таких экспериментов.

Одна из первых моделей критической плоскости была предложена
в 1959 году для МнЦУ в [205] с параметром

P = τa + k σmaxn , (2.35)
40Речь идет только о начале распространения трещины, продолжать расти она может в другой плоско-

сти.
41Если нагружение выходит за предел выносливости.
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где τa есть амплитуда сдвиговых напряжений на рассматриваемой плос-
кости, σmaxn — максимальное (за цикл) значение нормального напряже-
ния на рассматриваемой плоскости, k — материальный параметр.

Величина нормального напряжения на площадке с нормальюn рав-
на

σn = n · σ · n, (2.36)

в компонентах:
σn = ninjσij,

а величина касательного усилия на той же площадке равна

τ =
√

(σ · n) · (σ · n)− (σn)2, (2.37)

в компонентах:
τ =

√
σijnjσiknk − (σn)2.

Для примера рассмотрим применение параметра (2.35) для случая одно-
осного нагружения. Компоненты тензора напряжений при регулярном
одноосном нагружении имеют вид

σij =

σm + σa sin(t) 0 0
0 0 0
0 0 0

 , (2.38)

где t — время. Подставляя в (2.36) и (2.37) компоненты тензора напря-
жений (2.38), получим

σn = n21 (σm + σa sin(t)) , τ = ‖σm + σa sin(t)‖‖n1‖
√

1− n21,

откуда получим максимальное (за цикл) нормальное напряжение и ам-
плитуду сдвигового напряжения:

σmaxn = n21 (σm + σa) , τa = σa‖n1‖
√

1− n21. (2.39)

Подставим (2.39) в (2.35):

P = σa‖n1‖
√

1− n21 + k n21 (σm + σa) .
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Это выражение требуется максимизировать, варьируя компоненты нор-
мали ni, в нашем случае присутствует только одна компонента n1. Вектор
нормали должен быть строго единичной длины, поэтому на n1 наклады-
вается условие ‖n1‖ 6 1, а значит, при минимизации удобно сделать за-
мену n1 = cos(θ). После минимизации получим

θcrit =
1

2
arctg

(
σa

(σa + σm)k

)
=

1

2
arctg

(
1−R

2k

)
.

То есть в случае нагружения (2.38) критическая плоскость есть любая
плоскость с нормалью имеющей угол θcrit с направлением нагружения.
Интересно, что положение критической плоскости не совпадает с плос-
костью максимальной амплитуды касательных напряжений и зависит от
коэффициента асимметрии цикла R. Например, если k = 0,406, то при
R = −1, θ ≈ 0,189π, а при R = 0 — θ ≈ 0,141π.

Довольно популярной является модель Фатеми — Сосье (Fatemi —
Socie model) [206] 1988 года, в которой параметр зависит как от дефор-
маций, так и от напряжений:

P = γa (1 + kσmaxn ) ,

где γa есть амплитуда сдвиговой деформации на плоскости, k — матери-
альный параметр, обычно k ∼ 1/σy (σy есть предел текучести материала).
Если речь идёт о МнЦУ, то есть об отсутствии пластических деформаций
при циклировании, деформации можно явно выразить через напряже-
ния, что упростит применение формулы.

В качестве более сложной модели можно предложить модель [207]:

P = (2µγa)
α (τmax)

1−α (1 + k (σnτ)max) ,

где µ есть упругий модуль сдвига, (σnτ)max — максимальное значение (за
цикл) произведения нормального и сдвигового напряжений на плоско-
сти, k и γ — материальные параметры. В этой модели учитывается влия-
ние среднего сдвигового напряжения через присутствие τmax и (σnτ)max, а
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степень этого влияния регулируется параметром α. Правда совсем изба-
виться от влияния среднего сдвигового напряжения не получится: даже
при α = 0 в формуле останется (σnτ)max.

Непостоянные направления главных напряжений. Направле-
ния главных напряжений могут меняться с течением времени, это нужно
учитывать при определении критической плоскости. Такой случай встре-
чается при наложении несинфазных сдвиговой и растягивающей нагру-
зок, или двух несинфазных сдвиговых нагрузок, а также двух несинфаз-
ных растягивающих нагрузок, если угол между их направлениями не π/2.

Приведём пример: трубу одновременно растягивают вдоль оси по-
стоянным усилием σ0z и циклически крутят, создавая касательное напря-
жение σϕz, варьирующееся от 0 до σaϕz. Рассмотрим напряженное состоя-
ние в точке на поверхности трубы. Тогда при нулевом значении кручения
направления главных напряжений совпадают с локальным базисом ци-
линдрической системы координат, а вследствие возрастающего усилия
кручения направления главных напряжений поворачиваются в плоско-
сти, касательной трубе, вплоть до угла αmax = 1

2 arctan
(
2σa

ϕz

σ0
z

)
, в случае

σ0z = 300МПа и σaϕz = 500МПа, αmax ≈ π
5 .

122



2.6 Эволюционная модель усталостных повреждений

Развитие ЭВМ и численных методов дает дорогу еще одному подходу
к предсказанию времени жизни. Это введение параметра поврежденно-
сти42 D и запись эволюционного уравнения для него:

Ḋ = F (D,σ, σ̇, ε, ε̇, α1, α̇1, α2, α̇2, ...) , (2.40)

где все входящие переменные являются функциями времени, F — неко-
торая функция, точка обозначает производную по времени, σ и ε есть
тензоры напряжений и деформаций соответственно, αi — внутренние па-
раметры модели43. Выражение (2.40) интегрируется по времени, и мо-
мент времени, когдаD достигает единицы, считается моментом разруше-
ния. Если модель несвязанная44, то история нагружения в лице функций
σ(t) и ε(t) считается заданной. Выражение (2.40) и истории нагружения
σ(t) и ε(t) записываются для самой опасной точки детали/образца, если
самая опасная точка неизвестна заранее, то можно выбрать несколько
точек-кандидатов, а самой опасной будет та, в которой D первым достиг-
нет единицы. Такая модель потенциально способна предсказывать время
жизни детали на произвольной многоосной истории нагружения.

Удивительно, что на момент написания этого пособия в литерату-
ре почти не встречается подобных моделей. Одной из немногих является
эволюционная модель многоцикловой усталости Оттосена [208]. Исход-
ная модель имеет ряд недостатков, поэтому здесь будет приведена моди-
фицированная версия.

Модель была вдохновлена теорией пластического течения. В осно-
ве модели лежит понятие поверхности выносливости, находящейся в

42Параметр поврежденности может быть не только скаляром но и тензором. Тензорный параметр по-
врежденности может быть полезен для связанных моделей усталости. Здесь тензорный случай рассмат-
риваться не будет.

43Часть из них может быть тензорными.
44Параметр поврежденности D не присутствует в уравнениях упругости и пластичности.
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а б

Рис. 2.27. Схематическое изображение модели типа Оттосена: а — напряженное состоя-
ние находится внутри поверхности выносливости; б — напряженное состояние снаружи
поверхности выносливости

пространстве напряжений и задаваемой уравнением β(σ) = 0, причем
внутри поверхности β < 0, а снаружи β > 0. Пока напряженное состоя-
ние находится внутри поверхности выносливости (β < 0), прироста па-
раметра поврежденности не происходит (Ḋ = 0)(рис.2.27ба), а когда оно
находится за пределами поверхности (β > 0), D растет тем быстрее, чем
больше значение β(рис.2.27,б), которое мы будем называть перенапря-

женностью. С течением времени поверхность выносливости может дви-
гаться в пространстве напряжений и менять свою форму, что позволяет
моделировать приспособляемость материала к истории нагружения.

Таким образом, для завершения построения модели нам необходи-
мо задать выражение для скорости изменения параметра поврежденно-
сти Ḋ, то есть функцию F в (2.40), а также поверхность выносливости и
закон её движения. Ограничимся случаем МнЦУ, то есть макроскопиче-
ские пластические деформации отсутствуют. Это означает взаимно одно-
значную связь между тензорами напряжения σ и деформации ε, что поз-
воляет исключить (ε) из (2.40). Положение поверхности выносливости
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будем задавать тензорным параметром α. Перенапряженость β запишем
как взвешенную интенсивность напряжений с поправкой, зависящей от
первого инварианта тензора напряжений. Уравнения эволюционной мо-
дели усталостного разрушения выглядят следующим образом:

β =
1

σe

(√
3
2 ‖s−α‖+ g (I1(σ))− σe

)
,

α̇ =
‖ṡ‖
σe

h(β)f1 (∠(ṡ, s−α))H(β)
s−α
‖s−α‖

,

Ḋ =
‖ṡ‖
σe

p(β)f2 (∠(ṡ, s−α))H(β),

H(β) =

 1, β > 0

0, β < 0
,

(2.41)

где ‖·‖ обозначает норму тензора(‖A‖ =
√
A : A =

√
AijAij), I1(σ) =

∑
σii

есть первый инвариант тензора напряжений, s = σ − 1
3I1(σ)I — девиа-

тор тензора напряжений, ∠(·, ·) — «угол» между двумя тензорами (можно
определить как ∠(A,B) = arccos

(
A : B

‖A‖‖B‖

)
), α — внутренний тензор-

ный параметр, задающий положение поверхности выносливости, β — пе-
ренапряженность, H(β) — функция Хейвисайда, σe — материальная кон-
станта, g, h, p, f1, f2 — материальные функции. Модель (2.41) не зависит
от скорости изменения нагрузки45, то есть важны только значения мак-
симумов и минимумов нагрузки (и их порядок, конечно же).

Реконструируем константу σe и функции g по известной диаграмме
Хейга. Итак, будем считать известным предел выносливости как функ-
цию среднего напряжения (σa(σm)), аппроксимирующую эксперимен-
тальные данные. Так как поверхность выносливости способна двигаться,
приспосабливаясь к циклированию, самая высокая точка σ = σm + σa и
самая низкая точка σ = σm− σa цикла лежат на поверхности выносливо-

45Строго говоря, модель (2.41) инвариантна относительно замены t→ τ(t), где τ(t) есть произвольная
монотонно возрастающая функция.
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сти (β = 0). Тогда из первого уравнения (2.41) получим

σm + σa − 3
2α + g (σm + σa)− σe = 0,

−σm + σa + 3
2α + g (σm − σa)− σe = 0.

Сложением этих двух уравнений можно исключить α:

g (σm + σa) = 2σe − 2σa − g (σm − σa) . (2.42)

Формула (2.42) — функциональное уравнение относительно функции g.
Будем считать что левая часть диаграммы Хейга есть линейная функ-
ция:46 σa = kσm + b, σm 6 0. Тогда из (2.42) получим, что

σe = σ−1 и g(x) = −kx, x 6 σ−1.

Теперь, пользуясь тем, что известна часть функции g(x), ее можно вос-
становить полностью, используя (2.42), так как известна правая часть
(2.42).

Остальные материальные функции предлагается искать в виде

h(β) = k1|β|L1 + b1,

p(β) = k2 (exp(L2β)− b2) ,

f1(∠) = f2(∠) = cos(∠/2)L3.

(2.43)

Функции (2.43) содержат семь констант. Первые шесть констант
k1, k2, L1, L2, b1, b2 можно найти по результатам одноосных испытаний. L3

не участвует в моделировании одноосной истории нагружения, так как
в этом случае тензоры ṡ и s − α пропорциональны, а значит «угол»
∠(ṡ, s−α) равен либо 0, либо π и, соответственно, cos(∠/2)L3 равна либо
1, либо 0 вне зависимости от L3. В качестве одноосных испытаний мо-
гут выступать диаграмма Вёлера и ряд экспериментов на блочное нагру-
жение. Затем для нахождения констант нужно построить невязку между

46Слева она ограничена пределом прочности на сжатие, однако настолько низкие значения σm встре-
чаются редко.
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экспериментальными данными и предсказаниями модели, и, каким-либо
поисковым алгоритмом минимизируя эту невязку, найти константы. Па-
раметр L3 определяется по результатам опытов с многоосной историей
напряжений.

На момент написания текста модель нова и требует эксперимен-
тального и аналитического исследования.

2.6.1 Об эволюционных уравнениях накопления повреждённости с

зависимостью от D

Рассмотрим эволюционное уравнение накопления повреждённости
D с зависимостью от D в виде

Ḋ = g(D)f(t), (2.44)

где g(D) отвечает за зависимость скорости прироста повреждённости ве-
личины накопленной повреждённости и f(t) отвечает за некоторую кон-
кретную историю нагружения, приводящую к накоплению повреждён-
ности.

Например, в нашем случае

f(t) =
‖ṡ(t)‖
σe

p (β(t)) f2 (∠(ṡ(t), s(t)−α(t)))H (β(t)) ,

а закон накопления повреждённости может иметь вид

g(D) =
1

(1−D)γ
, f(t) = K exp (Lβ(t)) .

Докажем следующую теорему: эволюционные уравнения типа

(2.44) эквивалентны (то есть дают одинаковый результат на любых

историях нагружения f(t) > 0) при любой функции g(D) > 0.

Доказательство. Рассмотрим две различные функции накопления
повреждённости g1(D) и g2(D), идентифицированные на одной истории
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нагружения (или нескольких историях нагружения), то есть на некото-
рой истории нагружения f1(t) разрушение (D = 1) наступает за одно и то
же время t1:

t1∫
0

g1(D)f1(t)dt = 1,

t1∫
0

g2(D)f1(t)dt = 1.

Теперь рассмотрим некоторую произвольную историю f2(t). На этой ис-
тории использование функции g1(D) приводит к разрушению D = 1 за
время t2:

t2∫
0

g1(D)f2(t)dt = 1.

Покажем, что использование g2(D) приведёт кD = 1 за то же самое время
t2:

t2∫
0

g2(D)f2(t)dt = 1. (2.45)

Для того чтобы это сделать, разделим (2.44) на g(D) и проинтегрируем
до времени разрушения tfail:

tfail∫
0

Ḋ

g(D)
dt =

1∫
0

1

g(D)
dD =

tfail∫
0

f(t)dt.

Применяя такое преобразование для рассматриваемых функций
g1, g2, f1, f2, получим:

1∫
0

1

g1(D)
dD =

t1∫
0

f1(t)dt,

1∫
0

1

g2(D)
dD =

t1∫
0

f1(t)dt,

1∫
0

1

g1(D)
dD =

t2∫
0

f2(t)dt,

(2.46)
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Из (2.46) посредством очевидных преобразований можно получить
1∫

0

1

g2(D)
dD =

t2∫
0

f2(t)dt. (2.47)

Осталось только показать что (2.45)⇔(2.47); (2.45)⇒(2.47) очевидно;
(2.45)⇐(2.47) докажем от противного: пусть функция g2(D) приводит к
разрушению D = 1 на истории f2(t) за время t3 6= t2:

t3∫
0

g2(D)f2(t)dt = 1,

а значит
1∫

0

1

g2(D)
dD =

t3∫
0

f2(t)dt.

Сравнивая последнее выражение с (2.47), получим
t3∫
0

f2(t)dt =

t2∫
0

f2(t)dt,

что невозможно, так как f2(t) > 0. Ч.Т.Д.
Из теоремы следует, что если история нагружения не зависит от

накопления повреждённости (то есть модель повреждённости несвязан-
ная), то можно для простоты и без потери общности принять g(D) ≡ 1.
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